THEORIE

DU

MOUVEMENT DU MONOCYCLE ET DE LA BICYCLETTE ©;

Par M. E. CARVALLO.

PREMIERE PARTIE.
CERCEAU ET MONOCYCLE,

CHAPITRE PREMIER.

CERCEAU,
§ I. — CINEMATIQUE DU CERCEAU. NOTATIONS ET CHOIX DES VARIABLES.
1. Auxes de coordonnées; conventions générales. — l.e cerceau étant

supposé réduit a une circonférence homogene de rayon R et de masse .,
soient (fig. 1) :

Fig. 1.

1
S, le centre du cerceau;

O, son point de contact avec le sol;
OK, la verticale du point O;

(') Mémoire couronné par I’Académie des Sciences (Prix Fourneyron, 1898).
C. I
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OI, la tangente au point O, dans le sens du mouvement;

0J, la position que prend OI apres une rotation d’un angle droit, de
droite & gauche autour de OK.

Outre le triedre OIJK, nous aurons a considérer un second triedre
Oljk défini de la fagon suivante :

Soit § I'angle du plan du cercean avec la verticale OK, compté positi-
vement de droite a gauche autour de OI. Une rotation de I’angle 0 autour
de Ol amene OJ sur la normale O; au plan du cercle et OK sur la ligne
de plus grande pente Ok; OlIj/ est le second triedre considéré. 11 est a
remarquer que ces deux triedres OLJK et Oljk sont tous deux mobiles,
a la fois dans I'espace et par rapport au cerceau.

Les conventions de sens seront fixées ainsi : le vecteur qui représente
une rotation est porté dans un sens tel que la rotation ait lieu de droite
a gauche pour un observateur placé les pieds a l'origine et la téte a
Pextrémité de ce vecteur. .e moment d’une force par rapport a un point
est porté suivant I'axe de la rotation que tend a produire cette force

autour du point supposé fixe. Avec Grassmann, nous désignerons par

IJ =K, par exemple, la vitesse de 'extrémité du vecteur J, pourlarota-
tion I, ou encore le moment de la force J, appliquée a I'extrémité du
vecteur I, et par rapport a l'origine de I.
. , e . ey .. d .
Les vitesses seront caractérisces, soit par le symbole différentiel = soit
par l'accent ().

2. Roulement du cerceau; rotations. — Dire que le cerceau roule,
c'est dire que le point qui est actuellement en O a une vitesse nulle.
Tout mouvement compatible avec la liaison se réduit alors a une rotation
instantanée Q autour du point O. Nous aurons a considérer les trois com-
posantes p, ¢, r de cette rotation suivant les unités vecteurs I, j, &, et aussi

ses composantes p, s, » suivant I, 7, K; on aura entre ces rotations la
double égalité vectorielle

(1) Q=pl+qg+rk=pl+ s +nK.
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Les relations numériques entre ces composantes s’obtiennent, si I'on
veut, par le théoreme des projections : on a

g = s+ nsinf,

(2)

d’ou 'on tire

r =ncosf,

7

(3) S n:cosﬁ,

s = g — rtangf,

Les composantes p, ¢, r ont la prépondérance au point de vue dyna-
mique, parce qu’elles correspondent a trois axes principaux d’inertie;
mais toute l'importance cinématique appartient aux composantes p, s,
dont la signification pratique est caractérisée par les dénominations sui-

vantes :

p, vitesse de chute;
s, vitesse de roulement ;

n, vitesse de conversion.

La rotation ® == Ip 4+- Kz ne change pas le diametre de plus grande
pente k par rapport au cerceau, mais entraine ce diametre dans un mou-
vement d’ensemble avec le cerceau; cette rotation est sans effet sur le rou-
lement. Au contraire, la rotation js laisse fixe duns Uespace la ligne de
plus grande pente &, mais fait glisser sur elle le cerceau, avec la vitesse
angulaire s. Le point de contact avec le sol se déplace sur le cerceau et sur
le sol avec la vitesse sR.

5. Vitesses des vecteurs envisagés. — On se familiarisera avec ces rota-
tions en calculant les vitesses qu’elles impriment aux extrémités des
vecteurs envisagés, vitesses dont nous ferons usage plus loin (§11).

Les vitesses des extrémités des vecteurs I et J sont dues a la rotation
C. 2
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K n seule et ont pour valeurs

s’ V= |Kn.I=1Jn=n(jcosh — ksinf) = r(; — ktangh),

(J':lK/z.J:—ln:——I "

cosl’

VS
=
~—

Quant aux vecteurs ; et £, leurs vitesses sont dues 2 la rotation
¢ = pI + 2K et ont pour valeurs

S J=|pl+nK)j= pk—TIncosl = pk—1r,

—
(@
N

[ F=|(pl+nK)k=—pj-+Insinl = — p; + Irtangl.

Enfin la vitesse de V'extrémité du vecteur ® se calcule en dérivant ©.
Elle a pour expression

(6) ()/:I])/+ K -+ Ipn.

A. Moments d’inertic A, B, C ducerceau par rapport aux axes 1, j, k

(fig. 2). — Le moment G est celui du cerceau par rapportau diametre Sk.
Soit 1. la masse totale du cerceau :

iy ; . . dw
La masse de I’¢lément MM, =do, qui a pour azimut ¢, est 1 —

ox’

27 7

\ Tde . uR2 T1— cos2¢ 2
(J:Q/O(LQXRQSIUWZH /ol CObo?dcp:y .

Le moment d’inertie A est le méme, augmenté du moment d’inertie du
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centre S par rapport a Ol, savoir

-+ "LRQ':

w2 3uR?
A =— ——

Enfin le moment d’inertie B est égal a celui du cerceau par rapport a

son axe LR*, augmenté duo moment d’inertie de S par rapport a O qui
est encore L.R*?, soit au total
B=o2uR®

En résumé on a, pour les trois moments d’inertie,

, 3 uR>
A== )
2
(7) {B=auR?,
~_pR?
( b= 2
§ 1. — EQuaTIONS DU ROULEMENT DU CERCEAU.
8. Application du ])ri/zcipe des travawx virtuels. — Tout mouvement

compatible avee le roulement du cerceau se réduit a une rotation instan-
tanée autour de son point d’appuiO. Le degré de liberté est 3 et1’équation
des travaux virtuels se réduit a celle des moments par rapport au point O.
Ia seule force appliquée est le poids P du cerceau qui a pour direction
— K et pour intensité le produit de sa masse p. par I'accélération g dela
pesanteur. Le bras de levier de la force est le vecteur OS qui a pour
expression AR. Le moment du poids est done

M =[AR.(—pgK)=1gR.|[Ki=+TugRsinb.

Nous devons écrire que ce moment augmenté de celui des forces

d’inertie est nul. Si donc on désigne par J le moment changé de signe des
forces d’inertie, 1'équation vectorielle des moments sera

IT = 4.
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Le calcul du vecteur 4 demande quelque développement.

6. Moment résultant des forces d’inertic. — Soit m la masse d’un élé-

ment du cerceau, situé en M ; nous devons calculer le vecteur

5=Zm

On peut calculer cette expression directement, mais on simplifie le calcul

d*M

M—0)LE ().

par Ja transformation (ue voici :

=M d

(NI O\CZM dO dM
am = z|(M—

Le premier de ces deux termes, porté dans I’expression de J, donne la
vitesse de l'extrémité du moment de la quantité de mouvement; cette
vitesse a pour valeur, comme on sait

J, = ;—l[ (Apl +Bqj +Crk).

Le second terme donne

| dO 2: —dM
C‘52: m' m EE _— i'_L
dM dS ; .,
(car E m-—g- = p%; th. sur les centres de gravue).

dO dbs
di dt

Nous avons a calculer J, et d,. Pourd,, il n’ya qu’a dériver I’expression
Apl+Bgj+ Crk en appliquant les formules (4) et (5) (§1, n® 3).

(1) Dans la notation de Grassmann, M — O représente le vecteur qui va du point O au
point M.

(2) Cette transformation est celle que 'on fait dans I'intégration par parties; on applique,
en outre, la relation évidente

av M _
dc de
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1l vient

I, =1Ap + B¢+ kCr
+ Apr(j —ktangl) + Bg(—1Ir—+&p)+ Cr(Irtanghd — jp).

Pour le calcul de J,, nous avons

d0O . . , . Ce
o =T IsR  (carla vitesse du point O est égale & Rs et dirigée suivant I),

(_l§
dt

QS—0)=|(Ip +/jqg+kr)kR=R(—jp + 1q),

et par suite

3, = wsR* |1 (— p +1¢g),
ou enfin

) 3 2
S,=—kusRp
et, en remplacant s par sa valeur (3) (n°2),
P 2 . .
3,=— ku.R*p (¢ — rtangh).
On a en résumé, pour le moment des forces d’inertie changé de signe,

I [Ap' — Bgr +- Gritangf |
=3, +d,= { +j B¢+ (A—C)pr|
—+ /c[Cr' + (LR* — A) priangh +— (B— uR*) pq|.

7. Lquations définitives du mouvement du cerceaw. — Si I'on rap-
proche le dernier résultat de la valeur trouvée pour le moment du poids
du cerceau (n° 8), savoir :

b

M =1T1guRsinb,

on obtient une équation vectorielle N = J qui fournit les trois équations
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cartésiennes du mouvement, savoir :

Ap'— Bgr + Cr* tangl = 1.gR sinf,
By +(A—C)pr=o,
Cr'+ (—A + pR®*) priangd 4+ (B — n.R*) pg=o.

A titre de vérification, on peut retrouver I'équation des forces vives en
ajoutant ces trois équations apres les avoir multipliées respectivement
par p, ¢, r. 1l faut, bien entendu, tenir compte de la relation

A =G+ R

Celle-ci exprime ue le cerceau est de révolution autour de son axe,
condition nécessaire a notre analyse. Sous cette condition, tous les termes
disparaissent, sauf les termes en p’, ¢/, ' et le terme unique des seconds
membres. On trouve bien ainsi 'équation des forces vives.

Il ne reste qu'a remplacer A, B, C par leurs valeurs (7) (n® 4) pour
avoir les équations définitives
( - 3 o i __ 8

() 2p/—oqr—+ tangewﬁslne,

() 2g +rp =0,

(k) ' —irptangl + pg =o.

N
—
~

Avec les variables p, n, s (n°2), les équations (1) sont remplacées par

celles-ci :
. . . o,
2p'—asncosh — n’sinf cosh = R sinf),

(9 VL PSS

O, ) LT —

(2) L cosf) ’

95— fpstangh + 3 pncosl = o.
§ Hl. — EQUILIBRE DU CERCEAU; STABILITE; DERAPAGE.

8. Conditions d’équilibre du cerceau. — Tangle 6, que jappellerai
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angle de chute, est la fonction du temps la plus importante, puisqu’elle
renseigne sur la chate du cerceau ou le maintien de son équilibre. Nous
devons donc porter notre attention sur la vitesse de chute p qui est
définie par le systeme des trois équations du mouvement (n°7)

[ s o2gsind éqi_l‘ﬁtang()
P=—3g 1T 73 5
<l> ] (/.—:—- Z)—]‘J

2

1= prtangf — 2pq.

Pour avoir les conditions d’éqnilibre, j’adopte la condition initiale

—~
N
~—

Po=0 (")
et je calcule le développement de p suivant la formule de Taylor

Z

(3) p=pot bt A R

Pour avoir p”, je dérive la premiere des équations (1) qui est de la
forme
pr=s(qr0);
p" sera donc de la forme
L of of of
v a0 rd )
Py T 5 TP g
Si ’on remplace ¢’ et 7’ par leurs valeurs (1), 'expression de p” con-
tient p en facteur et se met sous la forme

( f— - o g daf _rof  df
(4) [)//:])f,<qv'76>’ avec fa:;;/;[‘**[jgj”{“;m'

(') 1l est & remarquer que, si le mouvement est stable, il y a un moment ou le cerceau
cesse de tomber pour se relever et qu’a ce moment on a p,=o. Celte analyse est ainsi plus
générale qu'on pourrait croire au premier abord.
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Comme p, est supposé nul, p: est aussinul. A cause de cette hypothese
que p, est nul, une simplification semblable se présentera dans toutes les
dérivées de p. Pour cette raison, il y a intérét a ordonner les dérivées de p
suivant les puissances de p.

L’équation (4), dérivée a son tour, donne

P'=p A pi= P

ou la fonction f, est dérivée de la fonction f; comme /; est dérivée de /.
On obtient ainsi la suite des dérivées de p

(5) P=fn pl=pl, PU=S+p e ce

et I'on voit que toute dérivée p* aura pour expression un polynome entier
en p dont les coefficients se calculent au moyen des fonctions f, f,,
Sar -« .3 d'ailleurs, chacune de ces fonctions de ¢, r, 0 se déduit de la
précédente en la dérivant et supprimant le factear p.

Cherchons une loi de récurrence entre ces polynomes. Soit P, le poly-
0
ap
dérivées par rapport a p, et par p D, la partie de la dérivation par rapport

a ¢, obtenue en traitant p comme une constante. Il vient

nome (ui représente la dérivée d’ordre n. Nous désignerons par -- les

P,

(6) pet == D DD, Ot = p DD, -/
di PR op [ oY adp

De cette formule et des formules (5) obtenues pour les premieres déri-
vées, il résulte que les dérivées d’ordre pair sont des polynomes P,, P, ...
impairs en p, et que les dérivées d’ordre impair P, P,, . .. sont des poly-
nomes pairs. Puisque p, est supposé nul, les polynomes P,, P,, ... s’an-
nulent pour ¢ = o0. Ainsi, dans le développement (3) de p, les termes de
degré pair en ¢ disparaissent : p est une fonction impaire du temps. Quant
aux coefficients des puissances impaires de ¢, ils proviennent des poly-
nomes P,, P,, ... qui sont pairs en p; pour { = 0, ces polynomes se
réduisent & leurs termes indépendants de p.
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Pour obtenir une formule de récurrence entre les dérivées d'ordre

impair, je calcule p”** au moyen de 'expression (6) de p”*" ou je sup-
) | y |

pose n impair. Dans cette hypothese, P, est un polynome pair de la forme

PUO=P,=A,+p'B,+. ..,
d’oul’on tire

P, 3 . ) 2 i
(5/7 =opB,+p*l.. N et DP,=DA,+p*[...]

D’apres cela et d’apres la formule (6), p""' a pour expression

[)”JH:[)[D[/\H—F 2'/13”] +/)3[, . -],

d’ou I'on tire

])("*2):—_‘"'/),<‘)A”+ ")9/13/1\) +/)2<' : )

Je remplace p' par son expression f(q, r, ) et jobtiens pour la
bartic de "™ qui est indépendante de p
1 | P>

(7) Apu= /DA, /B,

Telle est la formule de récurrence cherchée. Elle conduit a cette con-
séquence importante que, si U'expression f de p’ est, avec p, nulle i
origine du temps, tous les termes de la formule de Taylor (3) sont nuls;
p est alors constamment nal et les formules (1) donnent ¢'=o0, 1'= o.
Par suite, la solution des équations est donnée par les formules

P=0,  q=q,  T=r,

1I en résulte que I'angle de chute 0, la vitesse de roulement s et la vi-

tesse de conversion n sont aussi des constantes 6, s,, n,. La trajectoire

du cerceau est un cercle de rayon

@]
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(’est bien par ces circonstances qu’on doit caractériser I"équilibre d’un
cerceau ui roule. La condition d’équilibre trouvée est

o __ogsinl) haqr 2 tang
o=p=Spr) =gy
Je remplace ¢ et r par leurs valeurs (2) (n® 2) en fonction de s et n et
j obtiens I'équation d’équilibre définitive

" 2 0s1nf 4sn .
(E) )—“% - —'%cos@ —+ n¥sinfcosh — o.

Jindiquerai plus loin (n® 10) une méthode plus intuitive pour obtenir
cette équation d’équilibre (E).

9. Stabilité du cerceau. — l.e cerceau sera dit stable si Pangle de
chute 9 oscille entre deux valeurs quelconques inférieures a ; Il sera dit

instable dans le cas contraire. Je traiterai seulement le cas ou la vitesse
initiale de chute est nulle; les caleuls du n” 8 s’appliquent alors et four-

nissent la formule de récurrence
(7) ' A,.,= /DA, ,+2/*B, (n® 8).

Dans cette expression, on doit remplacer les lettres par les valeurs
qu’elles prennent pour ¢ =o, et ce sont les valeurs ainsi trouvées (qui
doivent étre portées dans la formule de Taylor (3), n® 8. Le calcul de-
vient tout a fait simple si 'on traite comme un infiniment petit la valeur
que prend [ a I'origine du temps. On obtiendra ainsi une formule d’au-
tant plus approchée que / sera plus petit, c’est-a-dire que la condition
d’équilibre sera plus pres d’étre satisfaite.

Dans ce cas, en effet, /2B devient négligeable et 'on a
) ) n te)
An+2 :.fDAu'

Telle est la formule définitive que nous appliquerons aux valeurs im-
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paires de Iindice. En partant de la premiecre

3R 3 3’

o sl . .2 of
A= p'=[flq,rb)= 2gsind 4 /'77 I tang

A=/ A=Sf A= con o A =SS

2041 '

Telles sont les formules qu’on doit appliquer pour ¢ =o. En portant
ces valeurs dans I'expression de p (formule 3, n® 8), j'obtiens
/‘/I 13 f/'-’ 15 //:1 12n+|

P T e

Iei, trois hypotheses se présentent : Si /) est nul, on a p = /7 et, par
suite,

(8) b=0,+ - /2

La chute est uniformément accélérée.
C cp s . ) . T f
Si /, est positif, je pose /[, = /" et je multiplie les deux membres par P
il vient

)/ ht L3 e JENE eht — e—ht
(9) =t

S i I S P S

d’ou l'on tire

(10) p=1 s

La chute a lien suivant une loi exponentielle.

Enfin, si /, est négatif, je pose f,—=—1/~*. La formule (¢) donne
alors
(11) /):‘/{sin/zt,

d’ou 'on déduit

L of . o ht
Gﬁfio—l—ﬁsm <
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Dans ce cas, le mouvement de chute du cerceau est pendulaire et le

cerceau est stable. Sa position moyenne est donnée par I'expression

J

0, + i Comme on le voit, I'angle de chute initial est augmenté ou di-
minué suivant que / est positif on négatif.

La méthode que nous avons suivie pour le calcul de p permet de cal-
culer aussi les vitesses de rotation s et 7 et d’achever ainsi la détermina-
tion complete du mouvement. I est bien clair qu'on trouve pour s
et 2 des valeurs périodiques. Cette partie du calcul ne présentant aucun
intérét pour la suite, nous I'éviterons ici pour ne pas alourdir I'expo-
sition.

I nous reste a caleuler — f, = /*; nous avons pour cela

S = agsinl fgr 72 tangh
P T ORR T 5
d'ou l'on tire
. 1y — 2 2 cosl Alg'r = qrh) orr! _ r?
— = p = ; — — —— —— tangf oY &
/i p[ 3R 3p =+ 3p 0o T 3 eosth

Dans cette derniere formule, je remplace ¢ et ' par leurs valeurs (1)
(n® 8), puis enfin ¢ et r par leurs valeurs (2) (n° 2) en fonction de 2 et s.

J’obtiens ainsi, pour la condition de stabilité,

~ )" — 2gcosf s . 8snsind 8s?
(S A B L
(3) » 2 (O e S i

Comme vérification, on a exécuté tous les calculs du § 111 en faisant
d’abord dans le systeme (1) (n° 8) le changement de variables qui con-

siste a remplacer les variables ¢, r par les variables n, s (n® 2).

10. Tendance aw dérapage.. — Suivant Vusage des cyclistes, J'ap-
selle dérapage le glissement du cercean sur le sol, par suite d’une insuf-
I rag )
fisance de la force résistante de frottement. Bien entendu, je m’occupe

sculement du glissement normal a la trajectoire et qui provoque la chute,
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et non pas du glissement tangentiel, lequel est dépourvu d’intérét ici et
ne présente d’ailleurs aucune difficulté.

Envisageant seulement un état d’équilibre, je considere le mouvement
du cerceau comme résultant de deux autres :

Une rotation n, autour de 'axe de conversion, et constituant le mouve-
ment d’entrainement;

Une rotation s, autour de 'axe du cerceau, et constituant le mouve-
ment relatif.

Les forces d’inertie sont alors de trois sortes : celles du mouvement
d’entrainement, celles du mouvement relatif, enfin les forces centrifuges
composées. Or, pour un point quelconque du cerceau, les expressions de
ces forces sont linéaires par rapport au point. Les résultantes de transla-
tion de ces forces se réduisent alors aux forces correspondantes évaluées
pour le centre S. D’ailleurs, pour le centre, le mouvement relatif étant
nul, les forces d’inertie se réduisent a la force centrifuge d’entrainement

due a la vitesse de conversion n. Pour évaluer cette force, je représente

Fig. 2 bis.

1

(fig. 2 bis) sur le sol les axes Ol et OJ, la projection S, du centre du cer-
ceau, enfin le centre de conversion C. Le rayon de conversion du point S
est

5,6 =5,0 4 0C = Rsinf + " — R(sme+ _)

La force centrifuge est dirigée suivant le vecteur unité — J et a pour
expression

F=—JuRhn® (sin@ + %>
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A cette force d’inertie s’ajoute le poids du cerceau,
D
P=—Kung,

et leur résultante doit étre équilibrée par le frottement au point de con-
tact G du cerceau sur le sol. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que la tan-
gente de 'angle que fait la résultante avee la verticale soit inférieure au

coefficient de frottement. Il est naturel dappeler tendance aw dérapage
i{ , . N 9

la valeur de cette tangente == — (n*sinf 4 sn). De plus, d’apres expres-
S

sion de IY, le dérapage tend a se produire dans le sens de 1'axe J quand

7* sin 4 sn est négatif. Si done jadopte pour la tendance au dérapage
Iexpression

D=— 1}(1[2 sinfl 4+ sn),
S

le signe de D fera connaitre le sens dans lequel le cerceau tend a déraper
5 »
le sens de 'axe J correspondant a des valeurs positives de D.

1. Méthode directe pour obtenir Uéquation d équilibre. — La mé-
thode qu’on vient de suivre (n® 40) permet d’établir I'équation d’équi-
libre (E) qui a ¢été obtenue an n® 8 par une analyse plus lourde mais plus
complete. I suffit de prendre les moments, par rapport a Ol, des forces
considérées aun® 40. La force centrifuge du roulement, étant dans le plan
du cerceau, a un moment nul par rapport a OI.

La force centrifuge de conversion a pour moment

(1) wR* sncosl —+ 2 R 2 sinf cosf.

Enfin la force centrifuge composée a pour moment :
I's )2
(2) 1. R* sn cosh.

Je n'entrerai pas dans le détail du caleul de ces moments; ils s’ob-
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tiennent sans effort par le calecul géométrique. Sia ces moments on ajoute
celui du poids du cerceau, savoir :

(3) v.g Rsinf,

et qu’on égale a zéro la somme des moments (1), (2), (3), on retrouve,

au coefficient 2 pres, I'équation d’équilibre précédemment éerite (n° 8),

osinf ; .
S + o sncosh 42 n*sinf cosh = o.
R 2

§ IV. — DiscussioNn DES ETATS D EQUILIBRE.
12. Changement de variables et plan de la discussion. — Nous avons

trouvé, pour I'équation d’équilibre, la condition de stabilité, la tendance
au dérapage, les trois formules :

E gsinf —+ asncosl +2n*sinfcosh = o n° )
R 2 E)

2 2 cosf . Ssnsinf 82
(S) —-%_‘_n-_!_—;llq— ; >O (n(){)),

([)> "‘“%(fla Sine—{—._s‘n):]) (no 10)

Dans le but de simplifier les discussions qui vont suivre, en les ramenant
a un seul bareme applicable a tous les cerceaux et a toutes lesaltitudes ('),

je prendrai pour inconnues, non plus s et 2, mais les rapports de ces

. o . N
rotations a I’expression \/11, qui leur est homogene. Comme la transfor-
L

mation revient a un changement d’unités, pour ne pas charger le sujet de

nouvelles notations, je continuerai a désigner par s et n les nouvelles

inconnues; il suffit de faire % =1 dans les formules (E), (S), (D). Les

(") Ret g quelconques.
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nouvelles formules, ordonnées par rapport an, s'éerivent (') :

\ N 4s 2
] - [ —
(L> ot 3 sy " 3cosh 7 0,
(S) n® -4 83:9;110 "4 i?_‘l___ 20;)59 <o,
N \ )
(D) —nsinh) —sn=">D0.

Ces relations sont du second degré en n; 0, s, n sont trois parametres
dont on dispose dans le jeu du cerceau. L’équation (E) ne change pas
quand on remplace n par — 2 et, en méme temps, § par — 0. Ce fait
exprime la symétrie évidente du phénomene par rapport an plan ver-

tical OIK, et permet de simplifier Ja discussion en faisant varier 6 de o
a -+ —seulement. [ équation (E) montre aussi un fait bien familier : ¢’est
2

que, al'état d’équilibre, le cercean tourne du cité ot il penche. En effet,
s est essentiellement positil’; si I'on suppose 0 positif, I'équation (E) exige
que n soit négatif, ce qui entraine que le centre de conversion C soit du
méme coté que la projection du centre du cerceau. La vitesse angulaire s
et angle 6 étant choisis, I'équation (1) détermine n; cette valeur, pour
étre acceptable, doit étre réelle, satisfaire a I'inégalité (5) et donner a D
une valeur inférienre au coefficient de frottement. Ce sont ces trois con-
ditions que nous allons successivement discuter.

15. Discussion de U équation d’équilibre ( fig. 3).

o 4 2
(B) i Ly

5 11 - - -
3sinf 3 cosh

La condition de réalité des racines de cette équation est

482 D) o o -
A ou o < 2s?cosh — sin*f
g sinz0 3 cosl) <3 ’

‘(S) o <

(') En transcrivant ces formules, on a divisé les deux membres de I'équation (E) par

sinf cosf. Cela suppose 0 différent de 5 et de zéro; mais le premier de ces cas est impossible
et le seccond est trés intuitif.
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ou encore, en ordonnant par rapport a cos@,
(&) cos*f +2s*cosl — 1> 0.

Pour discuter cette inégalité, je trace la courbe AE ( fig. 3) que repré-

Fig. 3.

sente son premier membre égalé a zéro, quand on prend pour coor-
données
x == cosf, y=s (2*+cay —1=0).

C’est une branche d’hyperbole qui part du point A (x =1, y=0);
elle a pour asymptote 'axe Oy, qui n’a pu trouver place sur la figure.

Si le point M(x, y) est a gauche de la courbe AE, I'inégalité (&) n’est
pas satisfaite : I'équation (E) est impossible. Celle-ci admet au contraire
deux racinesréelles 72, n, donnant I’équilibre quand le point M est & droite
de la courbe AE. L’inégalité (&) peut d’ailleurs étre résolue facilement,

soit par rapport a s*, soit par rapport a cosf.
C.

E=N
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A4. Discussion de la stabilité. — Je appelle 'équation d’équilibre et
la condition de stabilité

K) L(n) = n* - ,;,4,‘%* SR *) o
(E) B(n) = n®—- on + i =0,
~ o Sssinf 82 o 3
() S(n) = nt 4 200, 8 _c;ﬁ >0
D

1l s’agit de savoir si une des racines n, ou 2, de I’équation (E) satisfait
a la condition (S). La question se pose seulement pour les valeurs (s, 0)
quimises dans I’équation (K) donnent des valeurs réelles de n, ¢’est-a-dire
(n®143) pour les points M (s, ) situés dans la région EAG du plan (fig. 3).
Jexamine d’abord ce qui se passe le long de la courbe AR elle-méme.
Sur cette courbe, on a

(1) = =0
gsinz{ 3cosh

et I'équation (E) a ses racines égales a
— 28
(2) e R

Fsint’

Cette valeur substituée dans S(n) donne

[ —as\ 48 852 2cosl
(3) E’(smm) =osm Ty T T3

et cette expression est visiblement positive d’apres I'¢galité (1). Ainsi, la
condition de stabilité (S) est satisfaite par les valeurs d’équilibre qu’on
obtient le long de AE.

Je suis maintenant la droite AC, ¢’est-a-dire que je fais § == o ou mieux
§ infiniment petit; il vient

3

1 . 4sn D)
E(n)= - (n*sinf = ) + =
sinl) y 3

e

3 3

852 2
)

S(n) =n*+
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Les racines de E(n) sont (')

n,=-—aw, n,=—o.

BN oo , . . Ss2 )
La premiere rend S(n) positif; la seconde réduit S(7) a 7. Elle
J )

ne rend S(n) positif que pour s* > 1, ¢’est-a-dire pour les points de AC
situés au-dessus du point D(y =s*="1). De ces remarques il résulte
qu’on peut affirmer I'existence d’une courbe () située dansla région EAC,
partant de A, aboutissant au point D, et séparant la région EAG en deux
parties : dans la premiére, contenant AD, la plus petite racine n, donne
seule un équilibre stable; dans la deuxieme, renfermant AL et DG, les
deux racines n, et n, donnent des équilibres stables. I’équation de cette
courbe est

S(n,)=o.

Elle s’obtient en égalant a zéro le résultant de E(n) et S(n). Ontrouve,
en remplagant cosf par x et s* par y,

(S) 162*(1+a*)y*+- 8x(ba' — ba® —1)y + 3(1+ a*)*(1—a*) = o.
De méme u’on a limité la région du plan ou s’étend la courbe (S) par

la courbe (&) de réalité des racines de E(n), on peut la limiter aussi par

la courbe de réalité des racines de S(n). Cette courbe a pour équation

() T

1

La partie utile en est représentée sur la figure en traits pointillés.

(1) Dans tout ce qui suit, on désignera toujours par »n, la plus petite des deux racines,
c’est-i-dire la plus grande en valeur absolue, savoir :

p o 28 hs? 2
"7 3sin0 V gsin20  3cos0
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On a calculé les coordonnées du point B correspondant au maximum
de y et celles du point d’'intersection I des courbes (&) et (8,), savoir

®) = =1
(I x=0,917, y=0,258.

Ainsi la courbe (5) est confinée dans le petit triangle curviligne AFD.
Pour la tracer assez exactement, il suffit d’avoir les tangentes en A et D
et la tangente verticale.

En A la courbe (S) est tangente a la courbe (£); le coeflicient angu-
laire de la tangente est — 3; en 1), la tangente a la courbe (S) est hori-
zontale. Sans insister sur ces déterminations (ui ne présentent aucune
difficulté, je passe a la recherche de la tangente verticale.

La courbe (5) peut étre construite en résolvant I'équation qui la repré-
sente par rapport a y. La condition de réalité des racines est

D)

160 (bt — 5 — 1)  — 16 (1 -+ ). 3(1 4+ 2% )* (1 — 2*) > o.

Je divise par 162°, et je remplace x* par t; J obtiens

F(t)=98t"— 440° +158° + 4t — 2 > o.

On vérifie bien que F (¢) a une racine comprise entre zéro et un, car
F(o) est négatif et I (1) est positif. Comme nous savons, par ce qui pré-
cede, que cette racine (répondant a la tangente verticale cherchée) est
comprise eutre 0,8 et 1, il est natarel de poser

t=—1-+ u.

L’équation en « aura une racine négative comprise entre o et — o0, 2.

*

Voici le calcul de 'équation en « par la méthode que jai exposée
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en 18go (') :

+28 —h4 15 -+ 4 —2
-+28 —16 — 1 +3
-+28 —16 — 1 + 3 1

+-28 +192 411

-+-28 “+12 “+-11 “+14

De ce caleul il résulte, pour I'équation en «,
908u' + 68u’® 4+ H1u’ 140+ 1:==0.
Cette équation n’a aucune racine positive, puisqu’elle n’a pas de variation.
C’est certainement la plus petite racine négative qui convient; je suis
. . T \ . . .
conduit a poser u = ~eta chercher la racine en ¢ qui est de module maxi-

mum. Voici ce caleul, par la méthode que j’ai exposée dans une de mes
theses (*) :

2° 1 “+1

4 +51 -+68 +28
-+ + + +
-+ 2.196 + 3.2600 + 3.4625 + 5.613
— 102 — 1904 — 2855
—+ 56
+ + + +U T
a! —+1 + 1.94 + 2.752 -+ 3.1770 + 2.784
4 3.8836 4 5.565 - 6.313
— 1504 — 3327 — 118
-+ 16
-+ - L
2? 1 + 3.7332 + 5.234 -+ 6.195 -+ 5.613
-|-+0.537

(V) Thése pour le Doctorat. Noir aussi : Méthode pratique pour la résolution numé-
rique des équations, Nony, 1896.
() Ibid.
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La plus grande racine est visiblement séparée et la derniére transformée
donne pour cette racine { ')

—+ v —=3.7332
logy* = 3,86522 log(—u)=1,0337,
log(—v¢)=0,9663 —u =—=0,10807.

Je vérifie cette solution en substituant dans I’équation en «, ainsi :

—+28 +-68 “+51 14 —+1
— 3,025 — 7,02 — 4,752 —0,9996

{-28 %—64,975

143,08 4+ 9,248  +0,0004

La vérification se fait bien; le résidu 0,000/ estnégligeable par rapport
anterme 14w = 1,5 ..., parexemple. Onpeutdire que # == — 0,10807
est une solution qui satisfait a l’équation avec une erreur relative moindre
que + millieme (*).

Jappelle 'attention sur ce fait que jai reproduit fidelement la minute
du caleul, sans omettre un seul chiffre, les opérations étant faites a la regle
a calcul.

Ainsi, nous trouvons

U —=1 — = —O,IO8 07,
d’ou I'on déduit

t =a*==0,89193, == 0,944 = cosl; 0 =19°,33.

Pour cette valeur de a*, les deux valeurs de y sont égales a la racine
3(i4x2) (1 — a?)

carrée de leur produit, qui est I
102

= 0,0430. On en déduit

¥ =0,2073 = s*; s = 0,4656.

(") Loc. cit.
(%) 1bid.
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15. Discussion dela tendance are dérapageD ( fig. ). — Pour la commo-
dité de la discussion, je prendrai pour variables indépendantes , non plus
et s, mais 0 et n, et je suivrai la variation simultanée de s et D. Seulement,

dans la pratique, ¢’est la vitesse de marche s qui parait naturellement
pratique, [ul |

Fig. 4.

Tk {0:56‘?3

5-1,38
s

$=0,5

A -

donnée; de plus, il est bon de représenter 'angle 6 lui-méme. Je suis ainsi
conduit & prendre des coordonnées polaires dont 6 sera ’angle polaire et s
le rayon vecteur. On tracera les courbes 7 = const., en trait mixte pour
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/
/

la plus grande racine de 'égquation (E), n. > —4{ /——: en trait inter-
I Bre qus s e \/'/ 3 cosh’ )

. B ; - 3 N . ’
rompu pour la plus petite, 7, <~ — %//)) s Enfin, chaque point calculé

portera, en cote encadrée, la valeur de D correspondante aux courbes 1,
(fig- 4)-

L’ équation d’équilibre
(E) 3n*sinf + 4sn + 2tangh = ¢

donne pour s la valeur

(E) § = — <j_| nsinf —+- # tangﬁ).

I’étude de cette fonction, quand § est constant, est élémentaire; elle

présente un minimum quand les deux termes sont égaux, savoir pour

. ) St 6/30056
Iloﬁ“\/m) Sy — ang \ 5 .

Les valeurs de 7 inférieures a n, correspondent a la racine n, de I'équa-
tion (E); les autres correspondent a n,.

La valeur (E') de s, portée dans l'expression de la tendance au dé-
rapage

(D) D = — n*sinl — sn,
donne
(D) D = étang@ — ;{722 sinf).

Pour 0 = const., le sens des variations de s et D, avec la distinction
des racines 7, et n,, est résumé dans le Tableau suivant :

7, n,

_— 2 —_—
n o — — - - N T [o'0)
—_— \/5 cosfl 0— -

$ 4w tangl \/g{(@ =S, ——_  +®

D - tang A —— I—, tang@ T
2 o

S
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i . , . 1
Veut-on, par les formules (E'), (D), construire la courbe D = ~> par

exemple? Les valeurs de 0 se classent en trois groupes, indiqués par les
intervalles du Tableau ci-dessus :

. 1] I ~
Premier cas - ~> ~tangf ou O < 45",
N N <l

. 1
Le rayon vecteur  ne rencontre pas la courbe D == -; le rayon § = 45°

la rencontre au point n,=o0, s =+ .
. I I I 1 ‘
Deuxieme cas : ~tang 0> - > Etang@ ou A5° <0 < 56°,3.

La courbe D = —E est traversée par le rayon vecteur § en un point s qui
correspond & une valeur de la racine n, donnée par la formule (D). La
valeur de s s’en déduit par I’équation (E'). Pour ; = % tangf (0 =56°,3),
le rayon vecteur perce la courbe D :—; au point H(n,, s;). Ce point H

. T o e
est le point de contact de la courbe D = ~avecla courbe (£) des minima
de s, qui est aussi la courbe de réalité des racines n, et 7,.
.« . 1
Troisieme cas : gtange >

ou 0 > 56°,3.

1
2

1 . . .
Le rayon 0 perce la courbe D == - en un point qui correspond a la
racine n, de I'équation (E).

el

Onvoit qu’on a pu ainsi construire la courbe D == -; on peut d’ailleurs

e

[

le faire un peu plus simplement en éliminant n entre les équations (F)
et (D); on trouve

3 2
(Langﬂ —_ ;D>
(D" §*=asinf) ~—p—— 2.

tang — 2D
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Mais cette méthode se préte moins bien i la distinction des racines n, et
n, que la précédente.

. - 1 \ . 7
Sile coefficient de frottement est -, on aura a considérer, outre la courbe
I I BN < RN
D= 4 5 la courbe D = — ~; d’apres notre Tableau, la denxieme courbe

appartient tout entiere a la racine n,.

16. Résumé de la discussion. Diagramme général et sa limitation
pratique. -—— La discussion développée dans ce paragraphe est résumce

sur le diagramme de la fig. 4. On voit que la solution n, ne résiste an
4 N I s e |
dérapage qu’'a gauche de la courbe D(#,) = —; la région ou I'autre solu-
page qua g 2 5 8
. T 7 . T
tion n, résiste au dérapage est comprise entre la courbe D(n,) =,
d'une part, et la courbe formée des deux branches, savoir : (&), du
9 9 Y
. , . T. . , , N T « L . .
point O au point H; puis la courbe D (n," = , & partir du point . On

a en outre reporté la courbe (S) du n° 44. La figure présente ainsi le
résumé complet de la discussion.

Nous allons consacrer le paragraphe suivant a quelques remarques
pratiques; mais il en est une fort simple qui intéresse trop notre dia-
gramme pour n’étre pas placée ici :

Pour s =1, la vitesse lincaire de marche est, en revenant aux pre-
nieres variables du n° 12,

V=sR= \/gR,
soit 2™, 40 pour R = o™, 50. Or, les théories militaires fixent a 2™, 27 la

vitesse du pas gymnastique. On voit ainsi que la partie utilisée du dia-
gramme ne sortira guére du cercle s =1.

§ V. — COMPLEMENTS PRATIQUES A LA DISCUSSION DU CERGEAU.

A7. Marche et pivotement. — 11 y a quelque intérét, pour le jeu du
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cerceau, a distinguer les cas ou il marche de ceux ou il pivote sur place,
les premiers correspondant seuls au véritable jeu du cerceau. Cette dis-
tinction a quelque chose d’arbitraire, car il y a une continuité complete
entre les deux cas extrémes, le rapport entre la vitesse de conversion 7 et
la vitesse de marche s pouvant prendre toutes les valeurs possibles. La
définition qui nous a paru la plus naturelle est celle-ci :

Le cerceau marche quand le rayon de sa trajectoire g est plus grand que
son propre rayon. [l pivote dans le cas contraire.

Or on a trouvé (n° 8), pour le rayon de la trajectoire, la formule

R
VT T

La distinction des deux cas s’exprime donc ainsi :

(Y) Valeur absolue de n<<s......... ... ... ... marche,

Valeur absolue de n>s. ... .ot pivotement.

Pour distinguer a ce point de vue les racines n, et n, de I'équation

d’équilibre (n° 13),

(K) 0o=F(n) =n* 4+ 2 pp 2

5 ! —
3sinfl - 3 cosh’

je dois comparer — s aux racines du polynome E(7). Pour cela, je forme

, . 4 o
kN) E(_—S):ls‘ <l'—3s;nﬁ>+

3 cosh’

et je construis la courbe dont I’équation s’obtient en égalant i zéro E(— s),
savoir

N 2 5in
(N) o=

T cosh(4—3 Sin()).

Seulement, pour ne pas prolonger I'usage d’un systeme qui ne parle

(') Les valeurs de n sont, on s’en souvient, négatives (n° 12).
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pas suffisamment aux yeux, je prends des coordonnées polaires, savoir :

angle § pour argument et la vitesse de marche s pour rayon vecteur.

Les courbes &, S, ® étant reportées dans ce nouveau systeme, j"obtiens’
la fig. 4 bis. La courbe (N) suit la courbe (&), en restant au-dessus. Elle |
la touche au point I, qui a pour coordonnées

. )
f == arcsin 5= 11",9,

:\/\7)3:0,93.

E(— s) est négatif pour les points situés au-dessus de la courbe (N) et

&

positif au-dessous. Pour ce dernier cas, on compare — s a la demi-somme

desracines de E(n) et 'on arrive, en définitive, aux conclusions suivantes :

Au-dessus de la courbe (N),ona........... ... .. — <5< — ny,
Entre les courbes (N) et (£), du point O au point ... s << n, << — n,,
» aa dela dupoint 1. ... —ny <—n, <.

D’apres ces résultats et en remarquant que la partie utilisée du dia-
grammenes’¢tend guereau dela du point I (n° 46), ¢’est la racine 72, la plus
petite en valeur absolue, qui est utilisée dans le jeu normal du cerceau.

I . . . . .
La courbe D (7,) = — — devient inutile quand on se borne & cette solution
2
N ; I . . .
(n°18). QuantalacourbeD(n,) =+ -, elle esten dehors des limites utiles.
N 9

Cette remarque a son intéret : elle signifie que le dérapage, si redouté des
cyclistes, n’est pas a craindre dans le jeu normal du cerceau ('). D’autre
part, d'apres le n® 14, la solution n, n’est stable qu'en dehors de Ia
courbe (S).

En résumé, la solution n,, seule intéressante pour la marche du cer-
ceau, estacceptable toutes les fois que le point (s, 0) est compris dans la
région du plan CDHIE ( fig. 4 bis).

(') La cause de cette différence est simple: pour le cycliste, effectuant une conversion,
a la force centrifuge des roues (due a la vitesse n2) s’ajoute celle du cadre et du cavalier
qui est beaucoup plus grande.
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A7 bis. Intersection des courbes (S) et (N). — Comme complé-
ment d’information, il nous a paru intéressant de préciser les positions
relatives des courbes (S) et (N). La courbe (N) pénetre a l'intérieur de
la courbe (S) au point
f = arcsin 0,399 ==18°,8,

H
V8= 07474

Le calcul de ce point serait bien difficile en cherchant les solutions com-

munes aux équations des deux courbes; il devient relativement aisé par
I'artifice que voici: La courbe (S) est définie par les deux équations
simuitanées

E(n,)=o, S(n,)=o0 (n® 14).

\

D’autre part, (N)a pour équation

Ei—s)=o0;

\

etla quantité — s se trouve justement ¢tre égale a la racine r, dans la ré-
gion qui nous occupe. Il en résulte que les points communs a (S) et (N)

sont fournis par les solutions communes a

E(—s)=0, S(—s)=o.
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Entre ces équations, linéaires en s*, on a éliminé s° et obtenu une équa-
tion du troisieme degré en sinfl. Cette équation, dont une seule racine est

comprise entre o et 1, a été résolue parla méthode employée aun®14; on
a trouvé

0=1838; s =0,474.

A tous ces renseignements, j'ai pensé intéressant d’ajouter, en trait
mixte, sur la fig. 4 bis les courbes (E) qui correspondent aux valeurs
de n, égales a — 0,1, —o0,3 et —0,5. La fig. 4 bis permet alors de se
rendre compte entierement des circonstances du jeu du cerceau.

18. Stabilité pratiqgue. — La fig. 4 bis résume la discussion. Or
'are de courbe DH peut étre grossierement assimilé a un cercle de rayon
OD=0,5 de 6 == 0" a § =18°,8 (argument du point H, fig. 4 bis). La
condition pour qu’il existe un état d’équilibre stable est, en se rappelant

le changement de variable du n°® 12,

S
é}:
R

soit, pour la vitesse linéaire de marche,

20,5

(1) sR”0,5\/gR.

Pour R == 0", 50, on trouve sR” 1,20 (metre-seconde), vitesse un peu
inférieure a celle du pas aceéléré que les théories militaires fixent & 1™, 50
par seconde.

La condition de stabilité théorique (1) ne doit étre regardée que comme
une indication, bien des circonstances variables venant influer sur la sta-
bilité pratique : notamment, le vent et les accidents de terrain. Puis I’ha-
bileté du joueur intervient pour l'utilisation de la stabilité. La formule (1)
conduit méme au paradoxe que voici : D’apres la formule, la vitesse limite
de stabilité augmente comme la racine carrée du rayon du cerceau, loi qui

ne semble guere vérifiée par la pratique du jeu. Glest que la définition
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théorique de la stabilité répond mal a la notion pratique, si bien que des
cas théoriquement instables peuvent étre regardés comme stables et inver-
sement. Je m’explique :

Une tige verticale, reposant par son extrémité inférieure, est dans un
état d’équilibre instable; en théorie I'affirmation est absolue, aucune dis-
tinction n’est a faire; mais veut-on appliquer son adresse & maintenir la
* tige verticale an bout de son doigt? La (uestion est tres différente et il faut
distinguer : S'agit-il d’une aiguille & coudre? Personne n’y songera; pour
une canne, au contraire, chacun sait que la chose est aisée. Pour nous en
rendre compte, reportons-nous a I'équation du pendule simple de lon-

gueur R, en prenant pour origine la position d’équilibre instable :

o2
di?

| @

_~+ Rsme.

La présence de R au dénominateur rend les déplacements angulaires lents
quand R est grand. C'est le cas de la canne ou d’un objet plus allongé
encore. L’équilibriste aura alors tout loisir pour corriger un léger dépla-
cement angulaire 6 par un déplacement du doigt.

C’est une circonstance analogue qui se présente dans le cerceau; car la
principale force qui pousse a la chute étant la pesanteur, la premiere des

formules du mouvement (n° 8) réduite a ses deux premiers termes s’écrit

d20 2 g sinf

de T TR
Cette équation est de méme forme que celle du pendule : quand R est
grand, les vitesses de chute sont lentes et peuvent étre corrigées par le jeu

de la baguette. Ajoutons que la masse du cerceau étant plus grande, les
causes perturbatrices ont moins d’influence sur lui.

19. Action de la baguette dans la conversion du cerceau. — Le cer-

ceau étant en marche rectiligne, le joueur appuie la baguette sur une des
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joues du cerceau, par exemple celle qui est a sa droite ('). Le fait observé
est celui-ci : Sile joueur appuie sur l'arriere, ce qui estla condition nor-
male, le cerceau obéissant penche a gauche, prend un nouveau régime et
converse a gauche. S’il appuie au sommet, les choses se passent de méme,
quoique moins nettement. Mais vient-il & appuyer sur avant? Le cerceau
rebelle penche a droite et converse a droite. Ainsi, dans le premier cas et
dans le second, la rotation autour del’axe horizontal OI semble naturelle;
elle semble paradoxale dans le dernier cas. Quant a la rotation autour de
la verticale OK, elle est paradoxale dans tous les cas.

Pour expliquer ces particularités, je suppose que le cerceau parte de la
position d’équilibre verticale et je considere les équations du mouvement
complétées par des termes IIT et T, qui viennent des moments de 'action

de la baguette par rapport a Ol et OK. Les équations (2) (n° 7) du mou-
vement deviennent

’ 4sn cosh

. 2t h o, 2gsinb o
V=" tn sinf cosf - S
(2) | =25 o
cosf i

a5’ = 4 pstangl — 3 pncosf.

Comme il s’agit seulement de trouver le sens du phénomene, nous pou-
vons intégrer le systeme des deux premiéres équations eny regardant JIC,
AN, et s comme des constantes (*); on fait ainsi une opération analogue a
celle du théoreme de la moyenne. De plus, pour un état qui n’est pas trés
éloigné de I’état d’équilibre initial, ce qui a lien dans les conversions, on
peut remplacer cos par 1 etsinf par, puis négliger le terme 7 sinf cosf
(qui est du troisieme ordre quand 7 et § sont petits), quitte a revenir sur

I'influence de ce terme. Dans ces conditions, la deuxieme équation s’in-
tegre et donne pour 7 la valeur

(3) n=0,t—2s0,
() Dans tout ce numéro, la droite et la gauche sont celles du joueur.
(?) L’expérience montre d’ailleurs que s ne varie que d’une faible fraction de sa valeur.
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qui, portée dans la premiére équation simplifiée, la transforme en celle-ci :
d29 2 .
(4) ?ﬁ;:—-—%[/;s“ \6—1- ——J]b t - I,

Or, d’aprés la condition de stabilité (n° 18), le coefficient de 0 est négatif.
Je peux donc poser

(5) __g[/wuﬁ — e

[’équation (4) s'integre alors et donne pour 6 la valeur

. _AsON, I B ..\k. .
(6) ) = s b — l/, cosht + - = sm/zl’l.

Enfin, si 'onreporte cette valeur de 6 dans I'expression (3) den, celle-ci
devient, en tenant compte de la formule (5),

48N,

30

p 28 G, 28I Bl
(7) n= g5 It s l/ cosht - -

sin /i l

Pour examiner la question de signe qui nous occupe, je mets 'expres-
sion (6) de 6 sous la forme

(6") 6:%%}?[/zt—sinhtj-{—%[l—coskt].

Sous cette forme, on reconnait que le premier terme a le signe de T
et le second, le signe de M. Notre hypothese étant que la baguette est
appuyée sur la joue droite et a I'arriere du cerceau, N et JT, sont néga-
tifs; 0 est négatif, ¢’est-a-dire que le cerceau penche a gauche; si la ba-
guette est appuyée au sommet, N, est nul et a le signe de T ; le cercean
penche encore a gauche. Mais il est difficile de placer la baguette exacte-
ment ausommet et le terme en N, peut apparaitre, tantot avec un signe,
tantot avec 'autre. Comme ce coefficient T, contient un terme propor-
tionnel & ¢, il prend facilementla prépondérance; aussi, quand la baguette

G,

6
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appuie franchement sur 'avant, ne tarde-t-il pas a donner son signe + a
f et le cerceau penche a droite. Pour 7, les termes correspondent a ceux
de 0 avec des signes contraires, de sorte que n prendra, dans les trois cas,
unsigne contraire a celui de ), ce qui est la plus importante condition pour
I"équilibre (n° 12). On comprend ainsi qu’avee un peu d’habileté, le joueur
puisse se rapprocher suffisamment d’un régime d’équilibre dans la conver-
sion. Quant au terme négligé n’sinfcosh, outre qu’il est du troisieme

ordre, il a le signe de 0. Il ne fait donc qu’exagérer la vitesse de variation
de 0, mais sans changer son signe.

CHAPITRE II.

MONOCYCLE.
§ 1. — [EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.
20. Le probleme du monocycle comparé avee celui du cerceau. — 1ie

monocycle nonmonté est assimilable & un cerceau et sa théorie estla méme.
Seulement le mécanisme moteur, destiné a remplacer la baguette du cer-
ceau, est un systeme de deux manivelles qui forme le pédalier et qui vient
changer les moments d’inertie calculés aun® 4 (*). '

Si le monocycle est monté, le poids du cavalier, son inertie et son
action sur les pédales viennent s’ajouter, dans les équations, aux quantités
relatives & la roue. Mais une complication inabordable réside dans le mou-
vement du cavalier autour de 'axe de la roue et qui tend & le faire
tomber, soit en avant, soit en arriere. C’est par des variations dans sa

forme et dans I'appui emprunté aux pédales que le eavalier maintient,

(') Dans cette explication, j'envisage le monocycle qui a été employé par le cycliste du
Nouveau Cirque en 1895-1896. On a pu voir dans les rues de Paris un systéme de monocycle
qui semble différent au premier abord, parce qu'il est muni d’une selle et d’un guidon.
Mais leur ensemble est mobile autour de 'axe de la roue et n’a pour but que de permettre
au cavalier d’étre assis et de reposer directement sur 'axe, sans que toul son appui soit

pris par les pieds sur les pédales. Cette disposition n’a aucun intérét pour la théorie qui nous
occupe.
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autour de 'axe de la roue, son équilibre instable. La dynamique des étres
vivants est trop complexe pour que I'on puisse tenter de résoudre cette
partie de la question. Nous remplacerons donc 'habileté du cavalier par
une liaison capable de maintenir son centre de gravité sur la ligne de plus
grande pente qui passe par le centre de la roue.

Le probleme demeure encore pen abordable a cause des difficultés que les
déformations du cavalier (') opposent au calcul des forces d’inertie : il fau-
dra, dans ce calcul, traiter le cavalier comme unsolide invariable. Les axes
de coordonnées, les notations et conventions générales seront les mémes

Al o Q 1 2} M 3 3 .
ue pour le cerceau (n° 1), avec les quelques modifications que voici :

21. Constantes du cavalier. — Un élément quelconque de masse m
. ’( . ’ ol 4
appartenant au cavalier est défini par ses coordonnées S, n, C par rapport
au systeme d’'axes Oljk. Je poserai, pour définir le cavalier, au point de
vue dynamique,

Xm =,
Ymé =o, Ym0+ () =A, Ymnl <o,
Emn = o, Sm(l*4-6) =B, Smlt =1,

() Sml=ps,  Tm(Ewt)=C,  Imii=o.

Les trois coefficients nuls Xmv, Ymnl, Yméy expriment la symétrie
par rapport au plan moyen du cycle. La condition Ymt—=o exprime
I’équilibre du cavalier autour de I'axe de la roue.

Les lettres 1., A, B, C, déja employées dansla théorie du cerceau, seront
nécessaires aussi pour désigner les ¢léments correspondants de la roue.
Afin d’éviter les confusions, nous les affecterons d’indices quand elles
désigneront des éléments relatifs a la roue.

22. Application du principe des trayaux virtuels. — Avec les simpli-
fications adoptées, le monocycle monté est assimilé a un systeme de corps

(') Notamment la flexion et le développement des jambes accompagnant le pédalier.

(%) z est la cote du centre de gravité du cavalier, comptée sur Ok; a partir du n° 39,
elle sera désignée par A,
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solides dont le degré de liberté est 3, le déplacement virtuel résultant,

comme pour le cerceau (n° 3), des trois composantes de la rotation vir-
tuelle de la roue
8Q=1dp +Kadn 4 jos,

composantes que j'appellerai encore mouvements de chute, e conversion
ct de marche. Je donnerai les mémes qualificatifs aux équations que four-
nissent ces trois déplacements. Tandis que la rotation o —1 8[) + Kén

entraine le cavalier avec la roue et donne a I'un quelconque de ses points
M le déplacement

130(M — 0),

la rotation j s lui imprime seulement une translation égale a celle du centre
de la roue, savoir

1/ 85(S — 0) = IR 3s.

Au contraire, tout point M, de la roue est enticrement entrainé par la
rotation ¢Q et recoit le déplacement

13Q(M, — 0).

De la résulte ue le travail virtuel de 'accélération d’un point quelconque
est:

Pour la roue .. .. ..

Pour le cavalier. . .. i

(M —0)| 4 [ Gaj3s. (8- 0)],

les crochets désignant, suivant la notation de Grassmann, les volumes des
parallélépipedes construits sur les trois vecteurs qu’ils renferment.
D’aotre part, les travaux des forces appliquées sont, pour la force
motrice du pédalier, le produit
IIT o8

du moment moteur par la rotation; pour la pesanteur, le travail virtuel
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est

(2~ 1, R) gsinf.dp.

D’apres les évaluations ainsi trouvées, les trois équations du mouve-
ment sont

(p) IEm(\I*— (—ZTM\ —+ JZIH (M,—0O) dw'l:(mﬁ—u R)gsind,
d*M Z'l'\'lf
ORI K‘S’m M-—0) dh]ju K ¥m, (M CdiTJ

’(s) JZm(S d “] . D/Em,(\/]— ﬂ} = JIC.

Le calcul des termes de la seconde colonne rentre dans le cas du cerceau

I

0,

traité au n° 6, nous n’en reparlerons pas. Pour le calcul des termes de la
premiére colonne, on peut tenter une simplification analogue a celle du
n° 6; mais Pavantage d’une telle simplification n’est pas bien net : mieux
vaut faire le calcul sans artifice de la fagon que je vais expliquer.

23. Tr(waux ?virtuels des forces d’inertie du cavalier. — Pour avoir

I’ aLceleratlon i d un point M du cavalier, je pars de I’expression de la

vitesse qui est, d apres ce qui précede,

dM :
S =1IRs [0 (M—O).

La dérivée de cette vitesse est I'accélération
LM IRS 4T Rs [ @'(M—O) -+ [ 2. 5 (M—O).
di>

Dans cette formule, je dois remplacer I’ et ¢’ par leurs valeurs (4) et (6)
trouvées au n° 3, savoir

I'==1In, V= 1p +Kn' -+ Jpn.
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. d , . . - N ,
Enfin la vitesse 7 (M —0O), duealaseulerotation ¢, doit étre remplacée

par sa valeur
d

7 (M—0)=|2(M—O0).

. d*M .. oA , . .
L’expression de — - ainsi obtenue doit étre portée dans les équations

(n), (p), (s) du mouvement. Il faut, pour terminer le caleul, remplacer
le vecteur (M — O) par son expression rapportée au systeme Ik

M — O:IE—F-‘].‘I“A—I—]('C.

Ces substitutions faites, il ne reste qu’a développer, dans les équa-
tions (n), (p), (s), chaque crochet par la regle de multiplication des
polynomes et a remplacer chaque produit vectoriel par sa valeur, qui est

celle du volume du parallélépipede correspondant, par exemple
[‘Ij/c] = 1, [11/] =o, [1/K| = + cosf.

La considération des produits nuls permet de simplifier les écritures en

évitant de les écrire; ¢’est ainsi que dans le troisieme crochet () (n®22),

2

—a peat étre remplacé par sa seule composante suivant I, parce que le

crochet contient déja le facteur j en évidence et le facteur £ dans (S — O).
Les écritures n’en restent pas moins assez fastidieuses pour que je croie a
propos de les épargner au lecteur. Les résultats sont ceux-ci :

[1 Rl %0)%1]

= Ap' — L cosh — pRz.sncosh ++ (C — B)rn*sinh cosh,

lKE m(M — 0) ;[M]
) “ = (Ccos* + Bsin®0)n' + nRz. s sinf

— Lp'cosl + 2 (B — C) prsinf cosb —+ L p* sinb,

l‘] Z m(S — O)d—(;j\—IJ

- =R 4+ pRz(# sind + 2 pn cosh).
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Q4. Equations du mouvement du monocycle. — Des résultats du

n° 6, on déduit, pour les termes de la deuxieme colonne des équnations (1)
(n® 22) des travaux virtuels, les valeurs

! d>M,
Xm0y |

= A,p' — B, .sncosll + (C, — B, )n*sinf cos,
[K N, (M, 0) Z[TT\

= (C, cos*0 -+ B, sin*0) 1/ + B, . s sinf
~+ 2(B,— C,)pnsinl cosh -+ (B, — 1, R*)ps cosf,

[j Erm(Mf—O)d;lg']

=B,.s'+ B,n.sinl + (B, +A, —C,)pn cosf.

Ces valeurs (3) doivent étre ajoutées respectivement aux valeurs (2)
du n° 23; les sommes, portées dans les équations (1) du n® 22, donnent
les équations completes du mouvement. Pour simplifier les écritures de
ces équations, sans charger le sujet de notations nouvelles, je remarque
que les termes des formules correspondantes (2) et (3) qui sont écrits
dans les mémes colonnes sont des termes semblables qui se réduisent entre
eux : par exemple, le coefficient de p’, dans la somme des premieres équa-
tions de ces formules, est A -+~ A,. Orla masse de la roue est faible devant
celle du cavalier, et A, est faible devant A; il est bien certain méme que
A varie, d’un cavalier & un autre, d’une quantité supérieurea A ; iln’y
a donc aucun inconvénient a désigner encore la somme A+ A, par la
lettre A. En appliquant cette simplification des écritures a tous les termes,
les équations du mouvement s’écrivent

(p) Ap —Ln cosh — uRz. sn.cosh -+ (C— B)n*sinf cosh = p.zg sinb,

| (Ceos*d B sin?0)n/ + wRzs sinf — Lp" cosf
() ? + 2(B—C)prsinf cosh + Lp* sinf + (B,

w, R*)pscosh=o,

(8) RS 4 p.Rzn sinll 4~ 2 LRz pn cosl = IT.



4o E. CARVALLO.

§ II. — MarcHE DU CYCLE.

25. Etude de U'équation de marche (s). — 1. équation est dominée
par le terme JU qui figure au second membre et dépend du caprice du
cavalier. I’intérét de cette équation est donc seulement de faire connaitre
Ieffort qu’il faut fournir pour obtenir une marche déterminée.

Dans un état de régime, s’ et #’ sont nuls; p I'est aussi, de sorte que
I'équation (s) donne le résultat assez évident N = o, qu’on aurait pu
déduire du théoreme des forces vives. En réalité, T ne doit pas étre
nul, mais suffisant pour vaincre les résistances passives, fournir ainsi aux
pertes d’énergie mécanique et entretenir la vitesse de marche s. Dans le
cas d'une montée ou d'une descente, cas qui n’a pas €té envisagé dans
la mise en équations, on doit encore faire entrer en ligne de compte le
travail de la pesanteur dans le déplacement ds, travail qui cesse d’étre
nul quand la trajectoire a une pente. Soit 7 I'angle de montée de la tra-
jectoire; le cycle, avancant de Rds, monte de R éstangi; son poids
étant ©.g, son travail résistant est

™ .
g . Ras tange.

Ainsi, le second membre de I'équation (s) doit étre remplacé par
M —— g .Rtangs, et le moment moteur IIT que le cavalier doit fournir
au pédalier est

N = p.gRtang:.

IT a le signe de 7, c’est-a-dire que le cavalier doit pousser ou retenir
suivant qu’il gravit une pente ou la descend.

Hors le cas de régime, le premier membre de I'équation (s) n’est plus
nul; mais le premier terme 'emporte de beaucoup sur les deux autres, a
cause du facteur 7/ sinf pour le second, et pn pour le troisieme. Le pre-
mier membre peut ainsi étre réduit au terme p.R*s’, qui est le produit de

deux facteurs : le premier 1.1ts est Vinertie du cycle; le second R est le
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déplacement du centre de gravité pour &s =1, de sorte que le terme
— wR?s est le travail de I'inertie du cycle. L’équation (s) simplifiée est
ainsi assez évidente; mais il fallait les calculs précis du § I pour déceler

I’existence des denx autres termes, qui n’ont guere d’ailleurs qu'un intérét
théorique.

26. Paradoxe de la marche du cycle. — Le cycle S (fig. 5) repose
debout sur le sol, la pédale P au bas de sa course. Un observateur tire la

pédale P dans le sens du mouvement de marche, c’est-a-dire vers I'ar-
ricre; s'il n’est pas familiarisé avec la mécanique, il peut s’attendre a voir
la pédale, obéissant a sa traction, tourner autour de S dans le sens des
aiguilles d"une montre et le cycle marcher en avant, dans le sens OI. (Vest
le mouvement opposé qui se produit. I’ expérience peut étre réalisée avec
tout appareil vélocipédique : bicyclette, bicycle, tandem, ete. Elle est
méme plus trompeuse, partant plus piquante, avec ces appareils qu'avec
le monocycle, parce que le systéme de transmission, compliquant
I'appareil, dissimule la raison des choses. Mais, a cela pres, 'explication
est la méme que celle que je vais donner pour le monocycle.

Soit ds la rotation virtuelle du cycle, comptée positivement dans le
sens de la marche. Le déplacement du centre S est dirigé suivant OI, égal
a R8s, Le déplacement relatif du point P est — SP.¢s, de sorte que le
déplacement absolu est, suivant O],

(R — SP)3s = — OP 3.
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Le travail virtuel de la force motrice — F est done
— F >< OP ¢s.

1l est négatif quand Ss est positif; cela suffit pour montrer que la tendance
au mouvement est vers l'arriere et non pas vers avant. Pour voir la
chose avec évidence, dans le cas du monocycle, il suffit de considérer
que la roue, avec ses pédales, forme une figure invariable dont le centre
instantané est le point O. 1l est visible alors que la force I tend & un rou-
lement de droite a ganche et 2 un mouvement de recul. Mais, dans le cas
de la bicyclette, cette explication si simple n’est plus possible, et le para-

doxe est plus trompeur; elle se préte a une expérience un peu plus inté-
ressante que nous allons examiner.

26 bis. Expérience sur la bicyclette. — A la pédale P, au bas de sa
'/ Y P )

course ( fig. 6), on attache une ficelle; on la fait passer sous I'axe S de la

Fig. 6.

roue d’arriere; enfin on exerce sur le brin libre B une traction BF, suivant
des inclinaisons diverses. Si 'on tire franchement vers I'arriere, la bicy-
clette recule; si 'on tire vers 'avant ou seulement vers le haut, la bicy-
clette avance. Entre la traction vers 'arriere et la traction verticale, il y

a une position inclinée ou la traction laisse la bicyclette immobile. Pour
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calculer cet angle, on devra écrire qu’une rotation ¢ de la pédale produit
un travail nul de la traction F, ¢’est-a-dire un déplacement nul de son
point d’application dans la direction du fil. Soient Slaroue d’arriére, AP la
manivelle dont le centre est en A et la pédale en P; PSB estle fil. Par le
déplacement ¢, la figure vient en A’P’S'B’. Soient P, la nouvelle extrémité
inférieure de la trajectoire de la pédale, m le rayon AP de la manivelle et M

un coefficient (ui ne dépend que de la multiplication de la machine; on a
(1) P,P'=mg, SS'=Mas.

Soient encore BC la perpendiculaire abaissée de B sur S'B’, et BB, la
parallele & SS; CB' est le déplacement du point B dans la direction de la
force; s'il est de méme sens que I, le déplacement ¢ tend a se produire;
siCB’ est de sens contraire a I, c’est le déplacement contraire qui se pro-

duit; 1'équilibre a lieu quand le point B" coincide avec C. Pour mettre
ces conditions en formules, J’ai successivement

(2) B,C = BB, sinB = SS'sinS = M&sinS.

D’autre part, 'allongement B,B’ du brin libre égale la diminution

du brin SP, laquelle a pour valeur la projection P,Q de P P"sur P, S’
Ce segment a pour expression

(3) B,B —=P,Q=P,P cosP'D,§ = mdsin(D, 1).

Des formules (2) et (3) il résulte que la distance zénithale S du fil qui
répond a I'équilibre est donnée par la formule

A (S
MsinS =m sin <P, l>,
d’ou I'on tire

sinS = % sin (6,\0



46 L.

CARVALLO.

C’est une constante de la machine qui ne dépend (ue de sa forme géo-
métrique.

L’expérience de la bicyclette et son explication montrent que, quand
la force exercée sur les pédales est une force intérieure, quand elle vient
du cavalier, par exemple, le cycle avance. La force est, en effet, accom-
pagnée d’une réaction ui annule le travail total provenant de la transla-

tion d’ensemble du cycle; il reste seulement le travail de la foree appli-
quée a la pédale dans le mouvement relatif.

27. Paradoxe du navire. — Halage. — 11 me parait a propos de
rapprocher du cas précédent un autre paradoxe ui m’a été proposé
autrefois par un ingénieur des Ponts et Chaussées et qui vise la naviga-
tion contre le vent.

Armez un navire d’un anémometre quelconque, d’un moulina vent, par
exemple, Si ce moteur actionne une hélice, le bateau se met en marche;
mais, puiscue le vent est contraire, la marche augmente la force du vent,
si bien que, non seulement le batean marchera contre le vent, mais me¢me
sa puissance motrice augmentera par sa propre marche.

La faute est rendue manifeste par ce qui précede : 1l est bien vrai que
le bateau pourra se mettre en marche contre le vent, pourvu toutefois
que le rapport des organes soit tel que le travail du vent soit positif dans
la marche en-avant. Or le vent a pour point d’application principal Paile
du moulin qui est normale au vent, et le déplacement de aile résulte
de sa rotation relative et de la translation générale du navire. Ce dé-
placement résultant de l'aile doit étre vers Parriere pour que le vent tra-
vaille positivement. Ainsi, la puissance motrice du vent sera, en réalité,
diminuée et non pas augmentée par la marche. Je n’ai pas besoin d’in-
sister sur les autres causes ui s’opposent a la marche, notamment l'action
directe du vent sur la masse générale du bateau.

Les mémes idées suggerent un systeéme qui pourrait remplacer le ha-
lage et qui emprunte a la riviere méme la puissance motrice : Imaginez

un moulin a eau dont la roue est verticale et fixez a I’axe horizontal de la
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roue un pignon denté. Faites enfin reposer le pignon sur une crémaillere

établie au-dessus de la riviere : la roue remontera la riviere et pourra
remorquer un chaland.

28. Réflexions sur le pédalier. — Quoique I'étude des organes mo-
teurs sorte du cadre de ce travail, j'indiquerai, comme se rattachant &
I'équation de marche, les principales considérations qui me semblent
devoir guider dans la recherche des perfectionnements du pédalier :

Il est reconnu que le cavalier, surtout lorsqu’il est inhabile ou fatigué,
laisse toujours le pied peser quelque peu sur la pédale qui remonte. De
la une fatigue inutile. Un encliquetage qui permettrait au pied ascendant
de ne pas s’opposer a la marche par un peu de lenteur serait un progres.

Le probleme de la multiplication n’est pas résolu : les uns la veulent
grande, les autres la veulent plus faible. Les travaux de M. Chauveau (')
sur la dépense du muscle pourraient, semble-t-il, conduire a la solution :
Le muscle qui fait effort, sans déplacer le point d’application, dépense
de l'énergie; cependant il ne produit pas de travail méecanique. Le muscle
qui travaille seulement a donner a certains membres un mouvement alter-
natif, sans vaincre aucune résistance extérieure, dépense aussi de 1'éner-
gie; cependant il ne produit aucun travail mécanique utile. Entre ces
deux cas extrémes, il existe un cas intermédiaire ou le rendement est
maximum. La détermination de ce maximum rentre dans le cadre des
recherches de M. Chauveau. Mais il n'y a gucre lieu de le déterminer
avec précision, tant ¢u'on ne possede pas une multiplication variable
avec la pente du terrain.

Au méme point de vue, on apercoit dans le pédalier un défaut assez
grave : Supposons, ce qui d’ailleurs n’est pas bien exact, que l'effort du ca-
valier soit toujours vertical. Quand la pédale est au haut de sa course, il
commence a appuyer. Jusqu'a ce que la manivelle soit sensiblement hori-
zontale, une composante importante de la pression du pied est inutile.

(1) Comptes rendus, t. CXXIV, no 1; 4 janvier 1897.
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Cependant elle consomme de 1'énergie. Il ne semble pas tres difficile
d’imaginer un systeme pour remédier a cet inconvénient.

Si, malgré ses inconvénients et a cause de sa simplicité, on conserve
le pédalier ordinaire 4 manivelles, on doit rechercher les meilleures condi-
tions de son fonctionnement : elles dépendent, en premiére ligne, de la
figure dont les éléments sont :

Le vecteur qui va de la selle au centre du pédalier;

La longueur des manivelles.

Seule 'expérience me parait pouvoir résoudre la question; mais cette
étude peut étre faite sur un siege fixe, en dehors du eycle.

La meilleure figure étant déterminée pour un cavalier quelconque,
celle qui convient a un autre cavalier s’en déduira en multipliant par le
rapport des longueurs des jambes. Il est bon qu'un cycle possede ainsi
un réglage, non seulement pour la selle, comme c’est la coutume, mais
aussi pour les manivelles, ce qui ne se fait pas encore. Le méme appareil
fixe pourrait servir a la détermination de I'effort et de la vitesse des pé-

dales qui correspond au maximum d’effet utile; on en déduirait la multi-
plication la plus convenable.

§ II. — EQUuILIBRE DU MONOCYCLE.

29. Condition d’équilibre. — Les équations du mouvement, trouvées
au n°® 24, sont :

(p) Ap'— L# cosh — Rz sncosh + (C— B)n’sinfcosh = p.

gzsinf,
[ (Ceos®6 - Bsin®0)n'+ nR zs sinfl — Lp' cosh

() | -+ 2(B—C)pnsindcosh + Lp*sinfd 4 (B, — 1, R*)ps cosh = o,
(s) Rz 7 sinf ++ wR*s’ ++ 2Rz prcosh = OIT.

Dire qu'un régime d’équilibre est établi, c’est dire que les équations
sont satisfaites pour un systeme de valeurs constantes de s, 7, 0. Dans
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cette hypothese, on a

o=s=n=p=).

L’équation (n) se réduit alors & une identité; I'équation () se réduit
a L = o, ce qui signifie que le moment moteur doit équilibrer exacte-
ment le moment des résistances passives. Enfin I'équation (p) devient

(E) (B — C)n*sinf cosh -~ nRzsncosh 4 pgzsinf = o.

Telle est I’équation d’équilibre du monocycle. De méme forme que

celle du cerceau, elle peut aussi étre établie géométriquement par la mé-
thode du n° 11.

50. Tendance au dérapage. — Les forces qui agissent sur le cycle
monté sont le poids total du cycle monté et son inertie, qu’il semble au
premier abord nécessaire de décomposer en deux parties, celle de la roue
et celle du cavalier; mais, on I'a remarqué au n° 10, la résultante de
translation des forces d'inertie se réduit a celle du centre de gravité. Or
celui-ci obéit, avec le cavalier et le centre de la roue, au seul mouvement
d’entrainement expliqué au n® 22. Il en résulte que I'inertie a pour résul-
tante celle du centre de gravité total G, de masse 1., savoir :

A2 G 1 / / / ) 0 %4
— = ;,.[[Rs +TRs +|¥(G—0) | %(G—O)_ (n° 23).
11 suffit de remplacer dans cette expression I’, ¢, (;—ll (G —O) par leurs

valeurs (n® 23) pour avoir 'expression définitive de I'inertie. On obtient,

en conservant les seuls termes qui nous intéressent, ceux en J et K,

[— 0. %zg]m: — i [Rsn 4z (— p'cosh 4+ p?sinfl — n*sinf)|
+ Kz (— p'sinfi— p*cosf)].

D’autre part, le poids est — Ku.g. 1l en résulte, pour la tendance au
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dérapage D (¢/. n° 10). la formule

D— Rns -+ zn2sin 4 z (p2sinf —p’cosﬁ).
g -+ s (p2eosh—p'sinh)

A Vétat de régime, p et p’ sont nuls, D se réduit a

Rns 4+ zn2sinf
(D) D= Hrsanisind
o
el
et I'on retrouve bien, en faisant z = R, I'expression du n°® 10; mais il
m’a paru intéressant de calculer ici ’expression complete de D pour avoir
Iinfluence des termes nouveaux qu’introdnit le défaut de régime, notam-
o) Y
ment dans les virages brusques.

51. Danger des virages brusques. — Dans les conditions normales,
les termes prédominants de D sont Rns au numérateur et g au dé-

nominateur. La tendance au dérapage est augmentée par le terme
——:])’0056 du numérateur de D et par le terme —+ zp*cosf du déno-
minateur; les deux autres termes sont plus faibles; si on les néglige,

Paungmentation relative de la tendance au dérapage, venant du défaut de
regime, est

zp'cosl zp2cosh
— (Rns + zn?sinf) g

Pour faire une application numérique, adoptons zcosf = o™, 98, ce
ui est une condition assez normale; le second terme atteindra la valeur
0,1 pour p =1, ¢’est-a-dire quand la vitesse de chute sera de 57° par se-
conde. Le premier terme est notablement plus grand pour p’ =1, puisque
son dénominateur doit étre une fraction de g inférieure au coefficient de
frottement (0,3 a4 0,5). Ces termes peuvent acquérir de 'importance
quand on est obligé de passer brusquement de la marche rectiligne a une

conversion ou inversement, ce qui arrive dans les pistes ou les virages
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circulaires succedent brusquement aux parties rectilignes. L’influence que

nous venons d’étudier sur les chutes a I’entrée des virages aurait échappé
a la simple analyse du n° 10.

32. Discussion des régimes d’équilibre. — 1.’ équation d’équilibre et la
tendance au dérapage

(E) (B—C)r’sinfcosh + Rz sncosh + pmgzsinf =0 (n°29),
sn2sinl

(D) D— Rsn—&—;n sin ) (no 50)
&

sont de meéme forme que pour le cerceaun (n° 42). Elles conduisent a la
méme discussion :

s et § étant donnés, 1'équation (E) donne pour n deux valeurs de signe
contraire & 05 le cycle converge du c¢dté oiv il penche (cf. n° 12).

Construction du diagramme de la discussion ( fie. 7)., — Pour fixer
o/
les idées, et a titre d’exemple, j’ai construit un graphique avec les don-

nées numériques suivantes (ui m’ont paru répondre a un cas moyen
raisonnable. D'abord, je suppose

B —_— C - {LZ,‘“’,
ce qui est a peu prés exact en général et que jai toujours le droit de faire
atitre de cas particulier. L’écriture de I'équation (E) est par la simplifie;

elle se simplifie encore si I’on fait le changement de variables du n° 42 qui

R
Cesnouvellesinconnues étant encore désignées par les mémes lettres s et 7,

les formules (E) et (D) s’écrivent

. . . . . o
consiste a prendre pour inconnues les rapports des vitesses s et n a \/9-

(E) %122 sinf 4+ sn - mnge =0, Ces formules ne dépendent plus que

_ d’un paramétre numérique i; jelal choisi
D ’ D— 2 o241 6 R
(D) = -—ns— S n s,

R égal a 2,5,
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La méthode employée pour la construction de ce graphique est celle

(que jai exposée au n° 13 pour I'étude du dérapage du cerceau : on se

donne arbitrairement § et n; s est calculé par la premiére équation; sa
valeur, portée dans I'expression de D, réduit cette expression & + tangf,
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I

en sorte que les formules employées sont celles-ci :

. . 1
(E) .9:—[2,517 sm@—{r-’—ltang@},
(D) D = + tangf.

De plus, (E) donne, pour le minimam de s correspondant & une valeur
donnée de 0,

r — o 2
(&) n,=— \/2’5CO50, So= 7 tang@.

Voici la Table des valeurs numériques calculées qui ont servi au tracé

graphique (fig. 7) :

Valeurs de s pour

0. D. ng. S n=o0,1. n=0,3. n=0,5. n=1. n=1,5. n=0,274. n=0,674.
0... o o o o 0 o o 0 o »
10... 0,177 —0,637 0,556 1,81 0,721 0,571 0,612 0,770 0,958 »
11,5 . » —'0,639 0,639 » »n » » » » »
16... 0,287 » » » » » » » » 0,890
20... 0,334 —o0,632 1,110 3,74 1,470 1,135 1,219 1,526 1,892 »
30... 0,598 —o,6y9 1,70 5,90 2,301 1,781 1,828 2,260 2,789 »
fo... 0,839 —o0,723 2,31 - » 3,28t 2,483 2,45 2,975 3,64 »
50. . 1,192 —0,789 3,02 » 4,55 3,344 3,11 3,675 » »

Séparation des valeurs de marche et de pivotement. — 1.’équation de

la courbe de séparation s’obtient (¢/. n°17) en remplacant n par — s
dans I'équation (E); c’est

(N) - tangl

1—2,5sinf

Elle a pour asymptote f§ = arcsin —— = 23°,6 et touche la courbe (&)

)

au point I obtenu en faisant s,= — n, dans les équations (&), savoir
. 1 I ‘
G’Zarcsm; 2,5:11",5, s,=0,639.

On voit, en résumé, que, entre I'axe Oz et la courbe (N), la racine n,
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est une solution de marche, et n, de pivotement. Entre les courbes (N)
et (&), les deux racines donnent le pivotement dans la lunule comprise
entre le point O et le point I; la marche, au deld du point I. Entre la
courbe (&) et axe O.x, il n’y a plus de régime d'équilibre.

Limite de dérapage. — Si le coefficient de frottement est
tang 23°,6 = 0,437, le dérapage arréte la partie utilisable du diagramme
a 'asymptote de la courbe (N).

Vitesse limite. — Le diagramme est limité, en outre, par la limite supé-
rieure de la vitesse qu’on peut, je pense, pour un monocyele, fixer & 20"
a 'heure, soit sR=15",56 par seconde. Si l'on adopte, en outre,
R=o0",50, 0na

S=11,12
et

Telle est, en se rap elant 16 chalwement (18 Variables n® EQ} et 52\) ]21
? te) /9
lonﬂ'ueur dll rayon vecteur c Ui limite le diaﬂmmme, G’est {l cu )1‘é3 lil
e} o) p !

longueur conservée dans: la figure sur I'asymptote a la courbe (IN).

Limite de stabilité. — La stabilité des états d’équilibre est d'une dtude
plus délicate et fait Uobjet du paragraphe suivant. La courbe limite de
stabilité peut ctre pratiquement confondue avec un cercle de rayon

o
s=1 (').

Résumé pratique de la discussion. — En laissant de coté les solutions

de pivotement qui ne sont guere utilisables, on peut dire que la solution 2,

(') Toutefois le cavalier pourra utiliser des équilibres instables et se maintenir & une
vitesse de marche s << 1, surtout si le cycle est grand (n° 18). L’¢l¢vation du cycle rendra les
chutes plus dangereuses, mais moins fréquentes.
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seule convient, et senlement dans la région du plan comprise entre les
rayons polaires 0° et 23°,6 d’une part, et, d’autre part, entre les cercles
de rayons 1 et 2,06.

§ IV. — SrtaBiLITE DU MONOCYCLE.
33. Simplification des équations duw monocycle. — Dans les équations

du mouvement (p,n,s) (n° 24), les terines qui contiennent le coef-
ficient

I :Z m{% (n° 21)

apportent quelque complication ('). Il importe de se rendre compte
de l'importance de ces termes. Or les variables multipliées par 1,
savoir 1/ cosfl, p’ et p*sinf, restent petites, étant nulles dans le cas de ré-
gime; en outre, le coefficient L reste lui-méme petit, notamment devant A,
par exemple. En effet, le cavalier admet le plan moyen de la roue comme
plan de symétrie. Les axes principaux d’inertie, passant par le centre de
gravité, sont alors la normale a ce plan et deux axes rectangulaires dans le
plan delaroue; il est intuitif, d’apres la forme et la position du cavalier,
que ces axes principaux sont voisins de I'horizontale et de la verticale, ces
directions répondant visiblement a un minimum et a un maximum d’inertie.
Ajoutons que la variation de L, due aux mouvements du corps, et qu’on
est bien obligé de négliger, est peut-étre égale & la valeur méme de L.
Pour ces raisons, je supposerai L. =o0. Quoi qu’il en soit, ¢’est un cas
possible qu’il est toujours permis d’étudier comme cas limite. En outre,
comme il s’agit d’an état de régime, je suppose nul le moment résultant 1T
du couple moteur et des résistances. Avec ces simplifications, les équa-

(') On verra, dans I'étude de la bicyclette (n® 76), une méthode générale qui permet de
traiter le cas ou L n’est pas nul.
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tions (p), (n), (s) du n® 24 s’écrivent

(p) Ap' = pRzsncosh + (B — C)n*sinfl cosh + p.gz sinf,
, { (Ceos* - Bsin*0)n'+ p.Rzs"sinf
() | =—2(B—C)pnsinbcos — (B, — 11, R*) pscosh,

($) v.Rzn'sinl + wR*s'= — 2Rz pnrcosl.

34. Condition de stabilité déduite des équations simplifices. — Je

résous les équations par rapporta g/, n', s, et j'obtiens le systéme

Ap = uRzsncosl -+ (B — C)n’sinf cosh + 1 gzsinb,

{ pR[—2(B—C)pnsinicosh )
r L — By R pscosh] — pRzsinl(— 2ulsprcosh] {
(1) "= ~ (Ccos2l 4+ Bsin?0)pR*— p2R252sin?0 ’
( (Ccos?l -+ Bsin2) (—2uRzpn cosh)
J — [ pRzsin0[— 2(B—C) prsind cosh — (B, — py R?) ps cosf] )

(Ccos?l + Bsin20)nR2— 2 R2 52 sin2

Les nouvelles formules rentrent dans la forme générale qui a permis,
pour le cerceau, les transformations desn® 8 et 9 (*). La condition de sta-
bilité sera, comme au n° 9 (p. 12, condition S),

U

/S _Q,
(S) 0<—7

avece

" !

B_ - @— ll, gp/ S/ dpl

P T T

38. Méthode pour discuter la stabilité des régimes d’équilibre. —

(1) Ces transformations sont basées, en effet, sur le seul fait que p/, »', s’ sont des fonc-
tions de p, n, s et 0, de la forme

p' = fonct.(n,s, ),
n'—=p x fonct. (n, s, 0), s'=p < fonct. (n, s, 0).

On voit aussi que la méthode s’appliquerait au cas ou s serait maintenu constant par le
couple moteur du pédalier. Ce cas est traité par une autre méthode au n° 78.
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t)7
D’aprés les équations (1), la condition (S) sera de la forme
(S), an®—+bn—+cs*+d > o,
oua, b, ¢, d sont des fonctions connues de 0. I’équation d’équilibre
(E) (B— C)n*sinf cosh + p.Rzsncosh + mgzsini=o0 (n°29)

est linéaire en s; on en tire une valeur de la forme
(E) s = cn -+ '17
! n

. ’ . a I
qui, portée dans l'inégalité (S),, donne des termes en n*, — et un terme

constant. La condition (S), se présente alors sous la forme d’une inéga-
lité bicarrée en n. Elle peut étre résolue par rapport a n en fonction de 0.
La valeur correspondante de s est connue par la formule (E),. On pourra
notamment dresser une table des états limites de stabilité et figurer sur le
diagramme la courbe correspondante.

Le point le plus intéressant de la discussion est celui de la marche rec-
tiligne; puis, au cas extréme du cerceau, il est naturel d’opposer celui

du monocycle infiniment léger. Un cas moyen terminera I'étude de la
question.

36. Discussion de la stabilité en marche rectiligne. — La marche
rectiligne est caractérisée par le fait que la vitesse de conversion 7 est
nulle.

L’équation d’équilibre (E) (n° 29) donne alors § = o et s quelconque.
Dans ce cas particulier, le calcul de la condition de stabilité (S) (n° 34) se
simplifie beaucoup; en effet,ona, pour n=o0 et 6 =o,

0/
Ad—%:‘u,gz —1,

wp - ' — u,R2
A% z

95 — 9 —;7:
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d’ou I’on déduit, pour la condition (S),

— u, 2
o< — g2+ g,LRz(B'—C“'—h)sz.

Pour reporter cette condition sur le graphique du § 111, je dois faire le
. . . . Rs? s -
changement de variable qui consiste a remplacer o par s (n* 12et 32).

Je supprimerai en outre le facteur p.z. Enfin, je remplacerai B, — 1, R*?
par 1, R* (n® 2), ce qui n'est plus exact ici, puisqu’il s’agit, non plus
d’un cerceau, mais d’'une roue munie de rayons, d’'un moyen et de pé-
dales. Cependant 'erreur ainsi commise n’a aucune importance, puisqu’on
peut changer a volonté les constantes que J’ai choisies pour définiv le gra-
phique et que c’est ici la premiere fois qu'intervient isolément la con-
stante 1.,. La condition de stabilité s’¢écrit alors

) 2 G
<S> > p,,]{?'

Pour un cavalier infiniment léger, C se réduit au moment d’inertie de

pa R2

la roue C, = et I'on retrouve le résultat obtenu pour ie cerceau

1 . . DY . ’ M
> = Pour une roue infiniment légere devant le cavalier, le dénomina-

teur est infiniment petit devant le numérateur; la limite inférieure de s*
croit indéfiniment. Aucune vitesse de marche finie ne peut assurer la stabi
lit¢ de I’équilibre.

Prenons enfin un cas moyen. Soient

(., = 60" la masse du cavalier,
., = 5% celle de la roue,

R = 0",50 lerayon de la roue.
On aura

2 5
w, R =1,95.
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. . u, R2
Quant au coefficient C, il se compose de G, = _‘Q—

- (n° 2) et du mo-

ment d'inertie du cavalier G,. Pour en avoir une idée, je I'assimile & un

cvlindre circulaire dontla circonférence est
oy =1", d’ou r==0",16.

T.e moment d’inertie sera

r .
2o do 2k 2 DA
COZ — r— 4jJ002__: k,‘,;_, \O d@ — ! ,
VAR 72 \ 2
<0 0

et, en remplacant les lettres par leurs valeurs,
) 5

G, = 0,77,
{J.,PLE

== 0,625,
2

C = 1,40, e = 2
On déduit enfin de la, pour la condition de stabilité,
s> 1,00,

37. Réflexions sur lastabilité des appareils rotatifs. — La conclusion
du numéro précédent est que la stabilité diminue indéfiniment avec U im-
portance relative du moment d’inertie de la roue. Ce résultat est évident
a priori; en eflet, ce sont les forces centrifuges composées qui seules
peuvent donner la stabilité; or, dans la marche rectiligne, celles du cava-
lier sont tres faibles, puisqu’il ne possede aucune vitesse de rotation sen-
sible. La stabilitévient donc de la rotation de la roue. On peut en recon-
naitre la cause ainsi ( fig. 8):

La roue G, roulant sur OI, possede une vitesse de translation qui n'in-
tervient pas, et une vitesse de rotation s autour de son centre S. Celle-ci
imprime & 'extrémité postérieure A du diametre horizontal une vitesse
V = sR. Supposons maintenant (u’un défaut d’équilibre imprime au cer-

C. 9
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ceau la rotation § = pdr. La vitesse vecteur AV, tournant de I'angle 0,

passe de la position AV a la position AV’ et il en résulte pour le point A

\AY sR p dt . .
A A Rsp dont la direction est nor-
dt dt

une accélération W =
male au cerceau et dirigée en avant du papier.

[extrémité antérieure B du méme diametre prend une accélération
égale et de sens contraire BW’. 1l en vésulte ce qu’on pourrait appeler un

couple accélérateur dont I'axe est la verticale OK et dont le moment est

o)

IFig.

psR>< 2R =2psR* De la uncouple d'inertie de sens contraire et égal
au précédent multiplié par la masse de I'élément considéré en A. Ce
couple d’inertie tend a donner au cerceau une vitesse de conversion 2 de
gauche a droite autour de OK.. De la ce principe expérimental, déja ren-
contré par les formules (n° 42) :

Le cerceaw converse dic coté oivil penche.

En traitant la nouvelle rotation 72 comme on a traité la premiere p, on voit
quelenouveau couple d’inertie qui enrésulte tend a relever le cerceau. D’ail-
leurs, la premiére accélération de chute p’ est proportionnelle seulement &
I'action de la pesanteur; la seconde accélération W est proportionnelle & s
la troisieme, celle de relevement, sera proportionnelle a s*. Quand s est
suffisamment grand, on comprend que le couple de relevement doive finir
par’emporter sur celui de chute, qui est da a laseule pesanteur. Mais des
que le cerceau se releve, les effets sont changés de sens. On prévoit ainsi
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que les rotations seront alternativement dans un sens et dans 'autre et
I'on concoit (u’elles soient périodiques. I explication que je viens de
donner s’applique a tous les appareils ou un solide de révolution est
animé d’une rotation assez rapide; elle fait comprendre la stabilité de ces
appareils. La premiere partie de 'explication met en évidence le principe
de la boussole gyroscopique qu’on peut vérifier avec une de ces toupies

gyroscopiques qui servent de jouet aux enfants, savoir :

Laxe de révolution tend toujours ¢ venir s appliquer sur l'axe de la
rotation additionnelle qu’ on imprime au systeme.

C’est aussi le secret de ces forces centrifuges composées si paradoxales
par leur direction normale a I'effort qu’on s’attend a fournir pourimprimer
une rotation additionnelle voulue.

38. Rapprochement avec la loi de Laplace; digression sur U élec-
tricité. — 1l est difficile de ne pas reconnaitre une parenté étroite entre
ces forces paradoxales et la force non moins paradoxale de Laplace, rela-
tive aux actions mutuelles des aimants et des courants. De méme que la
force centrifuge composée est donnée en direction et grandeur par l'aire
orientée du parallélogramme construit sur les deux vecteurs rotation et
witesse relative, de méme action de Laplace est donnée par I'aire des
deux vecteurs courant et chammp magnétiquee, au point ou est I'élément de
courant. Mais lequel des deux vecteurs, champ magnétique ou courant,
fautil identifier avec la rotation ? lequel avec la vitesse relative ? La ré-
ponse parait indiquée par ce fait que le point d’application de la force de
Laplace est 1'élément de courant et non pas I’élément magnétique qui pro-
duit le champ. Le courant seul peut jouer le role de la vitesse. D’ailleurs,
les faits de transport tels que galvanoplastie, arrachement par I¢tineelle et
'arc voltaique, expériences de Crookes, semblent montrer qu’il y a effec-
tivement une vitesse dans la direction du courant, tandis que rien de
semblable n’est constaté dans le champ magnétique. 1l ne semble pas tres

hasardeux de conclure que le courant est une vitesse et le champ magné-
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tique un tourbillon. Tous les faits confirment cette hypothese : les dé-
couvertes d’Ampere relatives aux champs magnétiques produits par les
courants fermés, d’abord; puis le sens du tourbillon se trouve alors défini
par celui du courant fermé dont le plan passe par le point considéré et
(qui est capable de fournir le champ magnétique donné en ce point. Ces
assimilations faites, le sens de la force centrifuge composée qui agirait sur
I'élément de courant est déterminé. Or on constate (ue ¢’est précisément
le sens défini par la regle d”Ampere.

Voici un fait encore plus frappant. Les lois des courants induits se cal-
culent, on le sait, par le principe de la conservation de Iénergie. S’agit-il
des courants induits par un aimant sur un circuit, la théorie de Helmmholtz
ne présente aucune difficulté. Mais s'il s’agit de 'induction d’un courant
sur lui-méme ou sur un autre courant, les physiciens connaissent deux
méthodes non seulement différentes, mais opposées. La premiere consiste
a regarder comme énergie potentielle 'intégrale changée de signe du tra-
vail élémentaire des forces d’Ampere agissant entre_les ¢léments des cou-
rants ; ¢’est la plus répandue dans enseignement. La deuxieme est moins
connue; elle est due a Maxwell et consiste aregarder au contraire la méme
énergie comme une énergic cinétique et a la traiter par la méthode de La-
grange pour en déduire les forces d’inertie.

La premiére méthode consiste donc a regarder les forces qui agissent
entre les courants comme des forces statiques ou forces effectivement
appliquées; la deuxieme méthode, au contraire, traite ces forces comme des
forces d’inertie. Or, la premiére méthode conduit & un résultat faux que
les Traités dissimulent par une faute de signe. Il faut y regarder de pres
pour voir la faute, mais elle est certaine et je I'ai vérifiée de plusieurs fa-
cons. Au contraire, la méthode de Maxwell conduit au signe convenable.
Il est bien clair, d’ailleurs, que les deux méthodes doivent conduire a des
résultats de signes contraires, puisque, la somme del’énergie cinétique et
de I’énergie potentielle demeurant constantes, les variations de ces deux
énergies sont de signes contraires.

Ajoutons que, pour le cas particulier de la self-induction, la méthode de
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. , . R , . - . | .
Maxwell traite comme énergie cinétique 1’énergie de self-induction - L%
or la formule méme de I'établissement du courant et les expériences ne
N , ) A N .

permettent pas le doute a cet egard | energie > Li% a tous les caracteres
de I'énergie cinétique. Elle joue toujours le role de volant, jamais celui de
ressort bandeé. Je citerai notamment le réle du condensateur ajouté par
Fizeau a la bobine de Ruhmkor{f' pour rendre plus nette la rupture du
circuit primaire. Il recoit a I’état potentiel I’énergie cinétique du courant.
C’est un ressort qu’on accroche au volant pour I'arrcter.

Il me faut limiter la cette dieression, quelque intéressant qu’en soit I'ob-
te) 7
jet, pour revenir a la stabilité du monocycle.

39. Discussion de la stabilité d’ un monocycle infiniment léger. —
I’hypothese nouvelle simplifie un peu les deux dernieres eéquations (1)
(n® 34), par la disparition des termes en pscosfl, parce que le coefficient
B, — 1., R* est alors nul. En posant

B—C—uhr=E ("),

j’obtiens
Aﬁ = —wRAsnsind - (h* = E)n*(cos® — sin®6) -+ g/ cosh
([G — e 2% ), T} - ) . ) el ’
dp' . ) ‘ /1 o ﬁgEnsichosUA
AT = R/ scosh 4+ 2(ph? + E) nsin cosl, T T C o Esineh
h
—o—Cncost
dap' ‘ s TR
A—(E——}— }LR/L}ZCObe, ;———C‘:mm“

On déduit de la, pour la condition de stabilité,

O Esintt wR % sn sinf
L Cuh?+ E[(nh*+E) sm(; (:(_Ih;:iglligs-(i)— C(cos?l — sin20)] N ‘U‘g/& cosh > o.

(5)

gC—}—E(x -+ cos2f)

() La cote du cavalier désignée jusqu’ici par 5 (n° 21) est désormais désignée par /.
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Cette condition se simplifie beaucoup si l'on tient compte de la relation
numérique quia été supposée au n° 32

B—C=uh

pour la construction du graph‘ique. Il en résulte en effet que K est nul et
la condition de stabilité devient

(S) R A snsind + wh*n® — mghcosh > o;
elle peut s’écrire, en faisant le changement de variable (n* 42 et 52) qui
N /’ﬁ~ R
consiste a remplacer $ V —etn — par s et n,
g g

. h
(S)) snsinl - }L{n'~—0056> 0.

Telle est ia formule simplifiée a laquelle j’ai appliqué la méthode du
n® 33. On trouve

1

> i
2
— cos30
R
o . h o ey —_— Iy ..
En faisant T = 2,0, ] obtenu la Table numérique que voici pour la

valeur limite de n et la valeur correspondante de s tirée de I"équation

d’équilibre (E) (n° 29) :

0. 00, 10°. 20°. 3o°. foe. 30°.
Raeo..oo.. 0,03 0,65 0,69 0,78 0,04 1,50
Sevieninn 0,00 0,55 1,12 1,72 2,41 3,68

o

Si I'on compare ces nombres a ceux du n® 3%, on voit que la courbe
limite de stabilité qu'on peut construire avec ces nombres suit de tres pres
la courbe (£). Done, pratiquement, on peut dire que la condition de sta-
bilité consiste a prendre dans I'équation d’équilibre (E) (n° 29), la ra-
cine n,, qui est la plus petite dans I'ordre algébrique, c’est-a-dire la plus
grande en valeur absolue. Ainsi, ¢’est seulement en tournant que le cavalier
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d’un cycle léger peut acquérir la stabilité. Or le monocycliste qui s’est
montré au Nouveau Cirque en 1895-1896 possedait une roue de faible
inertie, et il évoluait justement sur une plate-forme de petite surface (*). La
cause doiten étre cherchée, je pense, dans le résultat que je viens de signaler.

J'ai supposé B— C = p/?, Cest-a-dire B = o, a cause de la grande
simplification que cette hypothese apporte dans I'inégalité (S); mais il
ne faut pas dissimuler que, si elle est tres acceptable au n° 32, ot il ne
s’agit que d’avoir une valeur numérique approchée du coefficient B — C
de I’équation (E), elle ne I'est plus au méme titre dans I'inégalité (8).
En effet, les termes en w/.* se sont ici deétruits, et dans le coefficient

du terme en sn.sinf, par exemple, on doit considérer la fraction
C + E(1 4 cos®f . N
al ( I ). Dans cette fraction, E figure, non plus a coté du
C -+ E sinz6

terme 1.A*, mais & coté de C, qui est beaucoup plus petit. Loin d’étre né-
gligeable, E est ordinairement plus grand que C. Il conviendrait done de
remplacer E, non par zéro, mais par une évaluation plus vraisemblable,
la valeur zéro répondant & un cavalier démesurément gros et court.
Mais la complication des calculs est alors si rebutante et augmente si peu
I'intérét du sujet que j’ai crudevoir me limiter au cas E = o, qui, somme
toute, peut tonjours étre envisagé en théorie.

A0. Condition de stabilité dans un cas intermédiaire entre le cerceaun
et le monocycle infiniment léger. — Pour ce cas, les raisons (ue je viens
de donner prennent plus de force encore : il faudrait, pour faire un caleul
numérique exact, plus de temps et de patience que n’en mérite le sujet.
Si la fagon dont j’ai fait le caleul ne répond pas a la réalité, elle suffit du
moins pour donner le renseignement grossier que j’ai utilisé a la fin du
n° 32, sous le titre Limite de stabilité. 11 faut remarquer, d’ailleurs, que la
stabilité en marche rectiligne a ¢té étudi¢e au n® 36 sans invoquer les sim-

plifications ici introduites : ¢’est le cas le plus important, et le résultat

(') Un carré d’environ 4™ de coté.





