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Die Stabilitdt von Einspurfahrzeugen

Von E. Déhring, Brauhschweig‘)

Aus dem Studium der flir Einspurfahrzeuge aufgesiellien Bewegungsgleichungen geht hervor, dafs
drei charakleristische Bewegungsformen mdoglich sind, bei denen sich das Fahrzeug je nach dem
vorliegenden Fahrgeschwindigheitsbereich theoretisch stabil bzw. mehr oder minder instabil verhal-
len kann. Die Berechnungsweise wird auf drei verschiedene Versuchsmaschinen angewendet.
Eine gesonderte Belrachiung dient dazu, den Einfluf des mechanischen Steuerddmpfers darzulegen.

Die Entwicklung des Fahrwerks von Einspurfahr-
zeugen ‘ist mit sehr wenig theoretischem Aufwand
betrieben worden; das Fahrwerk des Kraftrades er-
hielt seine heutige Form im wesentlichen durch em-
pirisches Gestalten. Uber die Moglichkeiten, dieses
ziemlich verwickelte Gebilde zu berechnen, wur-
de erstaunlich *wenig bekannt, obwohl bereits im
Jahre 1890 F. Klein und A. Sommerfeld?) die theore-
tische Behandlung des Fahrrades mit Erfolg vorge-
nommen haben. Es ist zwar mit verhaltnismaBig
kleinem Aufwand moglich, die Steuerung des im
iibrigen fertiggestellten Kraftrades ausschlieBlich
durch Versuche so zu bemessen, dafB3 sich die iiblichen
Fahreigenschaften ergeben, weil man dabei nur zwei
Verdnderliche, den Steuerwinkel und den Nachlauf,
in Betracht zu ziehen braucht. Zweifellos hat-aber die
Kenntnis der theoretischen Zusammenhinge fiir den
Konstrukteur groBe Bedeutung, wenn Bestleistun-
gen erzielt und die Fahrwerke weiter vervollkommnet
werdén sollen.

Nachfolgend wird die Eigenbewegung des Ein-
spurfahrzeugs, insbesondere die Frequenz der Rigen-
schwingung um den stationéren Bewegungszustand,
berechnet. Die von F. Klein und A. Sommerfeld?) fiir
das Fahrrad angesetzten Gleichungen wurden so er-
weitert, daf} sie auch fiir das Kraftrad gelten.

1. Auifstellen der linearisierten
Bewegungsgleichungen

1.1 Bezeichnungen

Das Einspurfahrzeug besteht aus zwei um eine ge-
meinsame Achse (Steuerachse) drehbaren Systemen:
dem Vorderrad mit der Gabel, dem Lenker, der Lam-
pe, dem Kotfltigel und dem Gestinge sowie dem
Hinterrad mit dem Rahmen, dem Motor und dem
mif dem Rahmen starr verbunden gedachten Fahrer.
Die gefederte Aufhingung der Rider bleibe unbe-
riicksichtigt, da nur die geradlinige Bewegung aut
ebener Fahrbahn in der Nihe der lotrechten Mibtel-
lage belrachtet wird.

Zum Bestimmen der Lage des Fahrzeugs sind fiinf
Koordinaten notig: zwei Koordinaten legen den
Aufstandspunkt des Hinterrades fest, zwei Winkel
geben die Lage der Radebene an, und eine Koordinate
bestimmt den Winkel zwischen der Rahmen- und
der Vorderradebene. Hinzu kommt die Bedingung,
dall beide Rider den Boden beriihren miissen. Bei
[unf Freiheitsgraden der Lage hal das Fahrzeug je-
m aus dem Institut fiir Fahrzeugtechnik der Techni-
schen Hochschule Braunschweig,

) F. Klein u. A, Sommerfeld: Uber die Theorie des Ireisols.
Bd. IV, Technische Anwendungen. Berlin und Leipzig 1910.

doch nur drei Freiheitsgrade der Bewegung: die Nei-
gung der Rahmenehene (das Kippen), die Drehung
der gelenkten Teile um die Steuerachse und die Vor-

‘wirtsbewegung, deren Richtung durch die Lage der

Vorderradebene bereits bestimmt ist, Es handelt
sich also, wie bei allen Systemen mit rollenden Be-
wegungen, um ein nichtholonomes System, d. h. das
Fahrzeug kann jede seiner o-5fachen Lagen durch eine
Folge von erlaubten Bewegungen einnehmen, jedoch
nicht in jede unendlich benachbarte Lage durch eine
unendlich kleine Bewegung gelangen.

Die Rechnung wird fiir kleine Winkel durchgeliihrt,
da nur bei einer Linearisierung der Bewegungsglei-
chungen deren Integration nach dem Einsetzen der
nichtholonomen Rollbedingung méglich ist. Als Be-
zeichnungen, die man z. T. aus Bild 1 und 2 ersieht,
seien u. a. verwendet:

a Abstand der gedachten Trennstelle zwi-
schen Vorder- und Hinterradsystem vom
Aufstandspunkt des Vorderrades

€1y Cq Abstand des Durchstichpunktes der Steu-
erachse durch die Fahrbahn vom Auf-
standspunkt des Vorderrades (Nachlauf)
bzw. des Hinterrades

¢, bis €, Konstanten

Fr = p/)/ g1 Froudezahl

g Fallbeschleunigung .
h Angriffshshe der Reaktionskraft Y
hy, gy Abstand des Vorderradsystem- hzw. Hin-
terradsystem-Schwerpunktes von der
, Spurlinie
Iy Iy Massentrigheitsmoment des Vorder- bzw.
Hinterradsystems

k Tragheitsarm

K = k/l Trigheitsverhaltnis

I = ¢y — ¢, Radstand

L Wellenldnge

my, my,  Masse dés Vorder- bzw, Hinterradsystems

miRr, mer reduzierte Masse des Vorder- bhzw. des
Hinterrades mit Molor

M = m,[m, Massenverhiltnis

Mp, Mr Reaktionsmoment des Sleuerdampfers
bzw. des Vorderradsystems

N, Ny Drall des Vorder- bzw. Hinterrades

r waagerechter Abstand zwischen dem An-
griffspunkt von Y und der Lotrechten
durch den Aufstandspunkt des Vorder-
rades

Pty Abstand  des Schwerpunkt-FulBpunktes
auf der Spurlinie vom Aufstandspunkt
fiir das Vorder- bzw. Hinterrad

R Arbeilshalbmesser des Vorder- und des
Hinlerrades

o
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8qy Sy Abstand des " Vorder- bzw. Hinterrad-
schwerpunktes von der Parallelen zur
Steuerachse durch den zugehérigen Auf-
standspunkt

{ Zeit,

U, V, W raumfeste Koordinaten

v Fahrgeschwindigkeit

2, Y,z kérperfeste Koordinaten

Y in der Lotrechten (y-Richtung) wirkende
Reaktionskraft auf die Steuerachse

Y, Y, im Aufstandspunkt des Vorder- bzw.

Hinterrades in lotrechter Richtung wir-
L kende Reaktionskralt
VA senkrecht zur Radebene in der Steuer-
achse wirkende Reaktionskraft

a, f Real- bzw. Imaginiirteil von £2

Y Lenlkeinschlagwinkel

By, By Neigungswinkel der Vorder- bzw. Hinter-
radebene gegen die Lotrechte (Schriig-
lagenwinkel)

A - Frequenzparameter

I Steuerwinkel

T reduzierte Zeit,

P1y Pq Winkel der Vorder- bzw. Hinterradebene

gegen die mittlere Fahrtrichtungsebene

v4

P# o)

X v/
y;k Ve) \ — t
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Bild 1. Einspurfahrzeug.

a Steuerachse, b Lotrechte durch den Aufstandspunkt P, des Vorder-
rads, ¢ Lotrechte durch den Aufstandspunkt P, des Hinterrads, d
Spurlinie, P Durchstichpunkt von a durch die Fahrbahn, S, und §;
Schwerpunkt des Vorder- bzw, des Hinterradsystems, o Steuerwin-
kel (Winkel zwischen a und b), ¥ Lenkeinschlagwinkel um a, ¢, und
@, Winkel der Vorder- buw. der Hinterradebene gegen die mittlere
Fahrtrichtungsebene, # und #, Neigungswinkel der Vorder- bzw.
der Hinterradebene gegen die Lolrechte, h, und h, Abstand des
Punktes 8, bzw. S, von d, n, und ry Abstand des Schwerpunkt-
FuBpunktes auf d vom Aufstandspunkt fiir das Vorder- bzw. das
Hinterrad, ¢; = P, P Nachlauf, ¢, = P, P, | = P, P, = ¢, — ¢, Rad~
stand; x,y, z korperfestes Koordinatensystem; U, V, W raumfestes
Koordinatensystem, o Drehvektor
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Bild 2. Kréifle am Einspurfahrzeug.
a, d, Py, Py, Py 81, 8y, 0y hyy Jiay 11y 1oy €4y €2 Wie in Bild 1, ferner: I und
¢ Parallele zu a durch P, bzw, P, A Angriffspunkt der lotrecht wir-
kenden Reaktionskrifte Y, r waagerechter Abstand zwischen A
und Py, 8, Abstand des Punktes S, von b, s, Abstand des Punktes
S, von ¢, m, und m; Masse des Vorder- bzw, des Hinterradsystems,
¢ Fallbeschleunigung, Y lotrechte Reaktionskrafl in der Steunerachse,
7 senkrecht zur Radebene in der Steuerachse wirkende Reaktions-
kraft, Y, und ¥, lotrechte Reaktionskraft in P, buw, in P,

Y = p; — @, Winkel zwischen Vorder- und Hinter-
radebene (Lenkungswinkel)
Winkelgeschwindigkeit eines Rades
reduzierte Frequenz mit den Wurzeln £,
bis £2,.

oe

1.2 Geometrische Beziehungen

Zwischen den Neigungswinkeln ¢, und'#, der Vor-
derrad- bzw. der Hinterradebene hesleht eine geo-
metrische Beziehung. Denkt man sich das Kraftrad
hei gerade gestelltem Lenker z, B. nach rechts ge-
neigt?), so gilt ¢, = &,. Der Winkel  bezeichne den
Lenkeinschlagwinkel, gemessen um die Sleuerachse
(gedachte Drehachse der gelenkten Teile); er sei nach
links positiv, nach rechts negativ gezéhlt. Wird nun
auBlerdem noch die Steuerung betétigt und ebenfalls
nach rechts (also um —y) eingeschlagen, so erhéht sich
die Neigung des Vorderrades wegen der Schrig-
stellung der Steuerachse unter dem Steuerwinkel o
gegen die Lotrechte um die Komponente des Winkels
p um die Spurlinie. Diese I{omponente hat nach den
Satzen firkleine Drehungen den Werlt —y sino. Somit

gilt:
(1)

Die Komponente des Winkels y um dic lotrechte
Achse betrigt v cos ¢ und ist gleich dem Winkel
@, — @, zwischen der Vorder- und der Hinterrad-
ebene gegen die Ebene der mittleren Fahrtrichtung
(vgl. Bild 1): ‘

B=Py—ysineg...... ...

PL— Py =Y COSO...

1.3 Ermittlung der nichthelonomen Beziehung

/
Aus der Betrachtung des Bewegungsvorganges
ergibt sich die noch bendtigte nichtholonome Roll-
bedingung, Bild 3. Betrachtet man die Geschwindig-
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Bild 3. Geschwindigkeiten am Einspurfahrzeug.
P, Py, Py, €y € gy @ wie in Bild 1, ferner: v Iahrgeschwindigkeit
des' Vorderrades, ¢, = de,/di, ¢, = dg/dt

Ieeit » des Vorderrades in seiner Spur und seine Dreh-
geschwindigkeit ¢, = dg,/dl um die Lotrechte als
gegeben, so wird damit auch die Bewegung des Hin-
terrades bestimmt. Denn das Hinterrad ist im Durch-
stichpunlt P der Steuerachse (durch die Fahrbahn),
der sich mit dem Vorderrad bewegt, angelenkt und
mul} stets diesem Punkt folgen. Der Durchstich-
punkt P hat in der Spur des Vorderrades die Ge-
schwindigkeit » und senkrecht zur Vorderradehene
die Geschwindigkeit ¢, ¢,, da die Drehung sich mit
@, um den Aufstandspunkt P, (Berithrungspunkt
zwischen dem Rad und der Fahrbahn) vollzieht, der
um den Abstand ¢, = P, P von P entlernt liegt. Die
Strecke ¢y, der sog. Nachlauf, ist eine der wichligsten
Groflen des Systems. Die Spur des Hinterrades bildet
mit der des Vorderrades den Winkel ¢, — g,. Senk-

) ) Angaben wie rechts oder links heziehen sich slets aul den in
Sattel sitzenden Fahrev,
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recht zur Spur des Hinterrades hat also der Punkt P

die Bewegungskomponente :
¢, ¢, c08 (@1 — @) +vsin{p,— @) . ... (3).

Diese Bewegungskomponente des Durchstichpunk-
tes kann man auch durch seinen Abstand ¢, vom
Aufstandspunkt P, des Hinterrades und die Dreh-
geschwindigkeit ¢, = dg,/dl der Rahmenebene um
die Lotrechte ausdriicken. Fiir kleine Winkel ergibt
sich so als die nichtholonome Bedingung

CaPe=CiPr+U(p—@g) . . ... (4).

Die Geschwindigkeitskomponente v* des Punktes P
in Richtung der Spur des Hinterrades, .

U*=Uc°$ (Pr—@a) — @y sin (pr—py) .. . (B),

ist von v nur um GréBen zweiter Ordnung verschieden.

1.4 Bestimmung der angreifenden Kriifte

Es werden jetzt. die am Fahrzeug wirkenden Krilte
und Reaktionskrifte bestimmt. Nach oben wir-
kende Krifte seien positiv, nach unten gerichtete ne-
gativ eingesetzt. In den beiden Schwerpunkten S,
und 8, wirken mit g als Fallbeschleunigung sowie
mit m; und m, als Masse des Vorder- bzw. des Hin-
terradsystems die beiden Schwerkréfte m, g und m, g.
An den beiden Aufstandspunkten und am Steuer-
kop! (der Lagerung der Gabel im Rahmen) greifen
Reaktionskrifte an. .

Fiir die lotrechten Reaktionskrifte braucht man
nur die Krafte zu berlicksichtigen, die beim Gerade-
ausfahren in der Gleichgewichtslage den Schwer-
kréften entgegenwirken, da deren Anderungen bei klei-
nen Abweichungen von der Geradeausfahrt von
hoherer Ordnung klein sind. Im Aufstandspunkt des
Hinterrades wirkt die lotrechte Kraft

Yy=myg[([—r)[l] + m g(rfl) .. ..(6),
in dem des Vorderrades die lotrechte Kraft
Yy =myg (ngfl) + myg [(L—r)fl] .. .. (7).

Dabei bedeuten r, und r, die in Bild 1 und 2 definier-
ten waagerechten Abstéinde der Schwerpunkte von
den Aufstandspunkten und [ den sog. Radstand. Im
Steuerkopf sind eine Reaktionskraft und ein Reak-
tionsmoment anzubringen. Aufl das Vorderradsystem
wirkt die lotrechte Kraft

— Y=Y, —myg=—myg(r,/l) +myg(r/l) .. (8).
Am Rahmen greifl an:
Y =—Y,4+myg=myg(ryl)—m g (). . (9)

Liegl die gedachte Trennstelle zwischen dem Vorder-
und dem Hinterradsystem im Abstand « hinter dem
vorderen Aufstandspunkt P, so betrigt das am Vor-
derradsystem angreifende Reaklionsmoment (Rechts-
drehung positiv)

Mg =1Y,(l—a)—myg(l—a—wry) ....(l0)

Am Rahmen wirkt entsprechend das Reaklions-
moment — Mg,

Nun kann man aber das: ]
bigen Stelle in der Steuerachse einbauen, also auch
durch Verschieben auf der Steuerachse die lotrechte
Kraft und das Moment zu einer Einzelkraft zusam-
menfassen. Fiir Mr = 0 folgt aus Gl. (10) und (8)

a=m, 1'1‘ (—myry+mr). ... .. (11).
Die lotrechten Reaktionskrifte sind dann im Abstand
‘ P=—a=m,rlfm, Po—myr) i (12)

vor dem vorderen Aufstandspunkt in der Steuer-
achse anzubringen. Die Hohe des Angriffpunktes
dieser Reaktionskrifte betriigt

myr,l )
h=(c,—r)ctgo= (cl——m) ctga  (13).

Nun werden die waagerechten Reaktionskrilte
bestimmt, In der Steuerachse wirken senkrecht zur
Radebene die Kriifte 4- Z, die die seitliche Bewegung
tibertragen. Thre GréBe hingt vom jeweiligen Be-
wegungszustand ab und kann nur bei Kenntnis des
Bewegungsablaufes angegeben werden. Jedenfalls
sind sie von erster Ordnung und daher zu beriick-
sichtigen. Die Hohe ihres Angriffspunktes wird nicht
bendtigt. ~

Ferner wirken in der Steuerachse Reaktionskriifte
in Fahrtrichtung, die die zum Antrieb des Vorder-
rades ndtigen Krifte tibertragen. Diese Reaktions-
krifte sind, wenn man den Rollwiderstand und den
Durchdringungswiderstand des Vorderrades ver-
nachléssigt, beim Geradeauslahren in der Gleichge-
wichtslage gleich null, bei kleinen Abweichungen
hiervon auch nur von zweiter Ordnung.

Bei einem Lenkausschlag aus der Mittellage her-
aus erfahren die Schwerpunkte 8, und S, cine kleine
Senkung. Diese gibt aber lediglich zu Gliedern
zweiter Ordnung Anlaf; die hier nicht beriicksich-
tigt werden. Die-entsprechenden Kraltglieder gehen
jedoch iiber die Reaktionskrifte Y an der Steuer-
achse in die Bewegungsgleichungen ein (vgl. spiter
Abschnitt 1.6). In den Schwerpunkten S, und S,
greift die Zentrifugalkraft m; v ¢, bzw. my v @, senk-
recht zur Radebene an. ‘

Der Drall N (Impulsmoment) der Réder folgt aus,

ihrem Massentrigheitsmoment J, ihrer Winkelge--

schwindigkeit « und jhrem Arbeitshalbmesser 1 zn
N=Jw=Jo/R......... (14).

Zu dem Drall des Hinlerrades ist der des Motors zu
addieren, wenn dieser in der Rahmenebene mit glei-
cher Drehrichtung liuft; bei entgegengeselzter
Drehrichtung verminderl sich der Drall des Hinter-
rades um den des Motors. Der Drall des Motors kann
zweckmiBig als VergroBerung bzw. Verkleinerung
des Trigheitsmomentes des Hinterrades (unter Be-
achtung des Ubersetzungsverhiltnisses vom Rad
zum Molor) beriicksichtigt werden. Dabei ergibl sich
fir das Vorderrad N, == J, v/R und fiir das Hinter-
rad mit Motor N,==J, v/R. Der Arbeitshalbmesser R
ist {tir das Vorder- und fiir das Hinterrad gleich grof3.

Liin Kippen wm die Spurlinie ruft eine Kreisel-
leraft um die Lotrechte hervor, und zwar am Hinter-
rad mil 192 = dd,/dl von der Grofle — N, '92 und am
Vorderrad mil ¢, = d#,/d! von der Grofie — N, b,

rucklager an einer belie- -

R
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Durch eine Drehung -die. Lotrechte wird ein

* Kreiselmoment um di inje ausgeldst, und zwar
N, ¢, am Hinterrad uiid N, g, am Vorderrad.

Um die Bewegungsglelchung anschreiben zu kén-

nen, mufl man die zéitliche Anderung Bp des Impuls-
momentvcktors Bp um die Drehachse, der. die um
diese Achse wirkenden Momente Wp glelch sind, er-
mitteln. Das raumfeste Koordinatensystem wird mit
U, V,W, das korperfeste mit z, y, z bezeichnet (vgl.
Bild 1). Mit o als Drehvektor des Vorderrad- bzw, des
Hinterradsystems um den Aufstandspunkt und Brel
als Impulsmomentvektor beziiglich des kérperfesten
Koordinatensystems gilt

Bp = Bre + 0 x B =Mp

Der Drehvektor o hat in Richtung von z, y, 2z die

Komponenten 4, ¢ und 0. Dabei sind 4 und ¢ allge-
mein an Stelle von ¢, und &, bzw. ¢, und @, gesetzt.
Mit Jzz und Jyy als Massentrigheitsmoment des
Systems um die 2- bzw. die y-Achse und Jyy, Jzz s0-
wie Jy; als Zentrifugalmoment in.der z, y-Ebene,
der x, z-Ebene bzw. der y,z-Ebene setzt sich der
Drall 8 aus den entsprechenden Komponenten
JTJ,T? le(P,—-Jz-y'l?-!'Jyy(p und""JJzﬁ Juzfp
zusammen,

Das Vektorprodukt o x %8 f{ihrt zu Gliedern, in
denen die Winkelgeschwindigkeit in zweiter Ordnung
vorkommt. Der Fahrversuch zeigt, da auch die Win-
kelgeschwindigkeit bei den betrachteten Eigenbewe-
gungen als klein angesehen werden kann, die quadra-
tischen Geschwindigkeitsglieder also vernachlissigt

~werden diirfen. Man erhilt dann als Komponenten
BU, Bv, Ew der zeitlichen Drallanderung 9.313 in der
U-, V- und W-Richtung mit My, My, Mw als ent-

sprechenden Komponenten von SRund mit & =d2® /d12
. sowie ¢ = d¥p/di2: =, ;
Jm'l‘) Jzy(P ]V[U*BU,
~—Jw79+.]uu(p=]\/l_v= BV, . (16)

—Jaz T.é—'Jyz ¢= Mw = BW

Die Komponente Mw in W-Richtung bewirkt eine
Anderung der Reaktionskrifte + Y, die jedoch ge-
geniiber der Schwerkraft als klein von erster Ord-
nung angesehen wird, so daB ihr Moment um die
zu betrachtenden Achsen von zweiter Ordnung bleibt.

Diec Bewegungsgleichungen der heiden Systeme
fiir die U-Achse (die Spurlinie) kénnen jetzt angege-
ben werden. Dabei darf man sofort die beiden Glei-
chungen fiir das Vorderrad- und das Hinterradsy-
stem algebraisch addieren, da die vektorielle Addition
wepgen des als klein angenommenen Winkels ¢, — @,
zwischen den Spurlinien der beiden Riader nur Glie-
der zweiter Ordnung verursachen wiirde,

1.5 Bewegungsgleichung fiivr das Kippen um die

Spurlinie

Die Bewegungsgleichung fiir das Kippen des Fahr-
zeugs um die Spurlinic lautel daher bei kleinen
Winkeln mit Jyw und Joy als Triagheitsmoment des
Vorder- bzw. des Hinterradsystems um die Spurlinie,
Jiwvund Jauy als Zentrifugalmoment des Vorder- bzw.
des Hinterradsystems in der Radebene, N, und IV, als
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Drall des Vorder- bzw. des Hinterrades sowie m; und

“m, als Masse des Vorder- bzw, des Hinterradsystems:

Ny +
+ Ny @y -+ v (myhy @y + myhy@p) + myghy &, +J(17)

Jaw 1 + J2U‘1§2_"J1UV §1— J2uv Pp=

+ myghyBy+ ¥ (c,—r) B, ctgo—Y (c,—r)B,0tgo
oder mit ¥ nach Gl. (9):

J1U1§1 + Jau B2 — Jrov pr—Jauv @y =N ¢y +
+ Ny @y + v (my hy @y + my ey @) +
+g(myh O+ mghy9,) + (18).

ro{metem ) ) (0, Dt
Das letzte Glied von Gl. (18) kann man durch Ein-
fithren der kinematischen Bedingung, Gl. (1), in

r 7‘1‘
—y (mz —l-z——-ml "l') (e

umschreiben; es verschwindet, wenn das Vorderrad
und das Hinterrad in einer Ebene liegen und ent-
spricht der bereits erwidhnten Schwerpunktsenkung
bei einem Lenkeinschlag.

—r)ycoso

1.6 Momente um die Parallelen zur Steuei:achse

Es wire nun die Bewegungsgleichung fiir die Dre-
hung um die lotrechten Achsen zu bilden. Man be-
nutzt jedoch zweckmafiger nicht diese Achsen, son-
dern solche, die parallel zur Steuerachse durch die
Aufstandspunkte verlaufen (vgl. b und ¢ in Bild 2).
Auch seien jetzt die Gleichungen . fiir die beiden
Systeme zwecks einer besseren Ubersicht getrennt
aufgestellt. Dabei miissen die Reaktionskrifte an der
Trennstelle berticksichtigt werden.. Dort wirken die
Krafte + Z senkrecht zur Radebene und + Y in
lotrechter Richtung. AuBerdem soll das Reaktions-
moment eines- Steuerdédmpfers in dic Rechnung ein-
bezogen werden. Es handelt sich dabei um ein Dreh-
moment um Achsen parallel zur Steuerachse, das
mit —Mp auf die gelenkten Teile und mit + Mp
auf den Rahmen wirkt. Das Moment wird durch
einen Reibungsddmpfer aufgebracht und ist daher
als konstant anzusehen. Die praktisch auftretende
Schwankung auf Grund des Unterschicdes zwischen.
der Haft- und der Gleitreibung bleibe unberiicksich-
Ligt.

Die Reaktionskrifte 4 ¥ und + Z lésen um die
Parallele zur Steuerachse durch P, das Moment
(Z + Y &) ¢, cos 0 und um die Parallele durch P,
das Moment — (Z + Y #,) ¢, cos o aus. Eine kleme
Drehung um die Steuerachse bzw. um parallele
Achsen zu dieser kann man aufteilen in einen Anteil
um die Lotrechte (der als Kosinuskomponente in die
Rechnung eingehl) und einen Anteil um die Spur-
linie (als Sinuskomponente, und zwar negativ, weil
das dem Linkseinschlag folgende Kippen nach links
in negativer Drehrichtung des Kippwinkels & ver-
lduft). Diesen Teildrehungen wirken die entsprechen-
den Anteile der Massenkriifte um die Lotrechte und
die Spurlinie entgegen. Fiir das Vorderradsystem er-

hilt man als zeitliche Anderung Bs, des Dralles By
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~ um die Steuerachse mit Jiy als Trigheitsmoment
" des Vorderradsystems um die lotrechte Achse durch
P, die Beziehung

Bgt = By coso — By sing =

=(J1v<}'>1——J1UW§1)cosa~— ‘ cee . (19).

_ (JlU 151 — Jwv (])1) sino

Eine Komponente des Ireiselmomentes um die
Steuerachse hzw. ihre Parallelen entsteht durch

Kippen der Maschine mit & um die Spurlinie (IKosi-
nuskomponente), die zweite durch eine Drehung um
die Lotrechte mit @ (Sinuskomponente); beide wir-
ken in negativer Rlchtung um die Steuerachse und
geben :

— N, (8, cos0 + ¢, sin o).

Ferner sind wieder die Momente der Zentrifugal-
kraft, der Schwerkraft und der Reaktionskrifte Z
und Y zu beriicksichtigen. Der Hebelarm der Zen-
trifugalkraft betrigt am Rahmensystem (vgl. Bild 2)

8, = hysino + (ryfcosa) ... ... (R0)
und am Vorderradsystem
s, = hysino—(r,fcoso) . ... .. (21)

1.7 Bewegungsgleichung fiir das Drehen um die
Steuerachse

Die Be&egungsgleichung fiir das Drehen des Vor-
derradsystems um die Steuerachse lautet damit

(J1V¢1—J1uvﬂ1)cosa—(J1Uﬂ wapl)sma—l
k = — N, (9, cos0 + ¢, 5in0)—m s v, — l

—myg8 9, —Y ¢ ? coso—Ze¢ coso— Mp
........ (22)

bzw. entsprechend fiir das Hinterradsystem mit Jay
als Tragheitsmoment des Hinterradsystems um die
lotrechte Achse durch P,

(Jov Gy — Jauv By) €08 0 — (Jau Fy— Jauv @) sino =

= — N, ($,c08 0 + g, 8in o) — N1y, Py —
—mggszl‘} +Ye¢,P,c080 +Zcyco80 + MDJ
........ (23).

Aus Gl. (22) und (23) folgt durch Eliminieren der
unbekannten Reaktionskraft Z als Bewegungsglei-
chung der Drehung um die Steuerachse
¢y [(Jiveoso + Jruy sina) ¢, — (Jiuv coso +
[(Jevcoso + Jouvsing) p,—

[N, ey

+J1Usina)1§ 1-+¢
—(Jauv cos o + Jap sin o) 9 5] =

+ Nyd,e)cos0 + (N, @, cp+Ny@ye,)sing] — (24)
1).

—v(eym 8, @, + €1 My Sy Py) — ¢ (Cymy s By +

+ ey my sy ) +

+gc, ey (By—17) (mg%g— mlr—ll) coso+(c,—c,) Mp

1.8 Einfiihren der nichtholonomen Gleichung

Mit, c2~—— ¢, =l und den Abkurzungen p,— <p2

Y, ¢ — @y =1 und ¢, — ¢, =" erhilt man aus
Gl. (4) (119 Formen
lg,=vw4cP. ..o (25),
[@Qo=0W+cC P ooy (26),
lp,=vP+caP.... ... . (27)
und
lgg=v9p+eP. ... .. (28)

Mittels Gl. (25) bis (28) kann man die Winkel ¢, und
®, sowie ihre Ableitungen in den Bewegungsglei-
chungen durch y ausdriicken. Beachtet man noch,
daB3 @ = 9 cos ¢ und somit nach Gl. (1)

B —By=—yptgo. . ... ... (29)

ist, so ergibt sich an Stelle von Gl. (18) fiir das Kip-
pen um die Spurlinie

Jiwth + Jeuta— lV(czw—l—vw)—~

Jzov

1
TleNat o N JY +

(e, +vy)—
+ (N + Ny) o] = [my hy ey + myhye) i+ 1(30)

+(myhy+myhy) vyl —g [’”1 hy @, 4+ myhy ¥y —

— (mzflg——ml—”l—l-) (e, —n) 'I/J] =0

'

und nach Gl. (24) fiir das Drehen um die Steuerachse

2.
[fl_z (Jiv cos o + Jiwv sino) +

2
+ El‘] (Jav cos 0 + Jeuy sin o‘):| P —

— ¢y (J1uv cos 0 + J1u sin 0) &, —
—¢, (Jauv cos o + Jou sin o) &, +

+ [l (Jivecos o 4 Jivvsino) +
+ CTI(JW cos ¢ + Jauy sin a)] vy

4+ (ey IV 19 +¢ N, ﬁ)cosa—{— (Nyci+ N, c3) ysino +

l

v . v .
kT( L e Ny )qumcf—[——l-(cgmlsl+c§’1m232)y)+

2

2

- " (cymysy-+c mySy) W+ g(cgmy s, By -+ mys, By) —

— €y Cq (’”2%?“’”1%1) psing—(¢;—¢y) Mp =0
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Gl. (31) enthalt die wesentlichen Glieder, die einen
Lenkeinschlag herbeifithren. So berticksichtigen auf
der linken Seite der Gleichung die beiden Glieder
mit dem Faktor ¢, v 9/l (elfter und zwdéllter Sum-
mand) die Fiihrungskrifte, die das Rahmensystem
auf die gelenkten Teile ausiibt. Ein in der Rahmen-
ebene liegender Druck auf das Lenksystem verur-
sacht offenbar, daB sich das Vorderrad (wie das ge-
zogene Rad eines Rollwagens) in die Rahmenebene
hineindreht, Die nichsten sechs Glieder (mit N, und
N,) geben die Kreiselwirkungen an, die ein Lenkein-
schlag oder ein Kippen der Maschine auslosen. Es
folgen vier Glieder (mit v 9 /I und v® y/l), die die Zen-
trifugalkriafte beriicksichtigen. Die anschlieBenden
zwel Glieder bezeichnen das Moment der Schwer-
kraft, das bei einer Schriglage des Kraftrades den
Lenker und den Rahmen um die Steuerachse zu
drehen sucht, also die statischen Lenkkrifte. Die fol-
genden zwei Glieder (mit g u) entsprechen der be-
reits erwidhnten Schwerpunktsenkung bei einem
Lenkeinschlag, und die letzten Glieder mit Mp ent-
halten die Wirkung eines Reibungs-Steuerddmpfers.

Die in Gl. (30) und (31) noch enthaltenen drei
Winkelkoordinaten #,, #, und 4 kénnte man mit
Hilfe der kinematischen Beziehung, Gl (29), aut
zwei verringern. Bs ist aber rechnerisch einfacher,
die kinematische Beziehung als dritte Bedingungs-
gleichung hinzuzufiigen.

1.9 Losung der Bewegungsgleichungen
Mit den Ansétzen

9, = Cyerl, B,=Cyerl, p=Cyell .. (32),

in denen 1 die Zeit, A einen Frequenzparameter und
¢,, C, C, Konstanten bedeuten, ergeben sich aus
Gl. (29) bis (31) die in C;, C; und G, linearen Be-
stimmungsgleichungen

C,—Cyt+ Cytgo=0......... (33),
€y (o A2 — g my hy) + Cy (Jay A — g myhy) +
b Oy D i o ) — T (e 2 d)
A ]
(e Ny e o) = (Vg + V) — )

~% [A(m, hy cytmyhye))+0 (my hy+mg hy) |+

+y¢ (mgrl-g—wm1 ’%) (cl~—r)} =0

€, [— ¢y A (Jiov cos o + Jiu sing) + e N, Acosa + ge,m s, +

+ €,y [— ¢, 22 (Jauv cos 0+ Jav sin o) + ey NgAcoso+gc,m,s,] +

2

2
+ 03{22 {072 (Jiv cos o + Jiuy sin o) + % (Jev cos o + Jauy sin a)] + Av [Elg {(Jiv coso 4 Jiuy sino) +

+ C—ll (Jev cos @ + Jeuv sin G) ]

2

Av v r, r
2 2 , N e 2 1) o
+ (c3 my 8, + € my 8g) -+ 7 (cgmy 8y -+ €1y 8y) — g €1 €y | Ny my 7 ) sinoj = (¢, —¢y) MD

A . .
+ = (Nye}f + N, ¢d) sino + 2 (e, N, + ¢, Ny)sino -+

Gl. (85) ist inhomogen, da in ihr die konstante Rei-
bungsdimpfung auftritt. Die Ddmpiung wird jedoch
zunichst gleich null gesetzt, d. h. es sei die Fahrt
ohne Benutzung des Steuerdidmplers betrachtet.

‘Nunmehr werden Gl. (33) bis (35) durch Einfiihren
einer reduzierten Frequenz £2 und einer reduzierten
Zeit 7 als

Q=2Alo, T=vill......... (36)

dimensionslos gemacht. Dadurch erfat man nach
dem Einsetzen der Zahlenwerte nicht nur eine, son-
dern alle Maschinen mit gleichen Massen-, Trégheits-,
Langen- und Kreiselverhiltnissen. Da sich das Sy-
stem unter der Binwirkung der Schwerkrafl bewegt,
tritt in den Gleichungen die Froudezahl Fr = » /]/g—_l
auf.

In der weiteren Rechnung werden folgende Ab-
kiirzungen und Verhiltniswerte verwendet:

f=1/Fr2=gl/v?
M = m,|m, als Massenverhéltnis,
K =hkwfl, Kw=lv/l, Kwv=hkov/l,
Koy = kovl, Kapv =kev/l, Kav= gl

als Tragheitsverhdltnisse (mit & = 1/J /m als Linge
des Trigheitsarmes, J = Juw, Jiv, Jwv, Jow, Jo2v
oder Jayy, m = m, oder m,, Index 1 und 2 fiir das
Vorder- bzw. Hinterradsystem, Index U und V liir
aus dem Trigheitsmoment um die U- baw. V-Achse
erhaltene Werte, Index UV fiir aus dem Zentrifugal-
moment in der U, V-Ebene erhaltene Werte). Die
beiden Réder haben an sich das gleiche Trigheits-
moment J,, jedoch ist nach Abschnitt 1.4 zum Trég-
heitsmoment des Hinterrades das Tragheitsmoment
Jmot des Motors zu addieren; also gilt J, =J; + Jmot.
Die Rechnung wird am einfachsten, wenn man den

Trégheitshalbmesser kr = J/J,/mir des Rades ohne
Motor mit mir als reduzierter Masse des Vorderrades
(d. h. des Rades allein) beibehilt und eine reduzierte
Masse mer fir das Hinterrad mit Motor einfiihrt,
die dann

mgR = (Jl + -]mot)/k%{ = Jz/k%.

betriagt. Weiterhin wurden in der dimensionslosen
Darstellung als Bezeichnungen eingefiihrt:
My = mir/ma, Mac = man/ms

als Kreiselmassenverhiltnisse der beiden Systeme,

Kr = kr/Y!l R als Kreiseltragheitsverhéltnis mit R
als dem fiir beide Riider gleichenArbeitshalbmesser und

l

l
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Hy=hfl, Hy=hJl, Ci=c/l, Ci=c,fl,
Rf=rfl, Riy=rfJl,R*=rll, S, =8/l, Sy=s,ll
als Lingenverhiltnissen. Es ist ferner nach Gl. (14)
N, =mukho/R, N,=markfv/R.

Wihrend Gl. (33) erhalten bleibt, gehen nun Gl. (34)
und (35) tber in: '

6 O+ 0 Oy +a,Ce=0.. .. .. (37)
bzw. {iir Mp = 0 entsprechend
0 Gy gy G+ gy Ca=0. ... . (38)

mit

oy = M (Kl @ —[ H,), 1

oy = Kiy 22— [ H,,

Oy =—MKlyy Q(C5Q + 1) — Kiuyv Q(CYQ +1) —
— Q K} (G Mo + C§ Muc)— K& (M + Max) —
—Q(CYH: M + G Ho)— (M H, + Hy) +
+ f (R§— M R{) (Ci— R*),

0y =— 82 C§ M (Kiusino + Kiyv cos o) +
+ 20§ M Kk coso + f M CYS,,

gy = — 2% Cf (K3 sin ¢ + Kiyv cos o) +
+ 2 Ct My KR coso + fC} S,

0gy = 2 [C32 M (Kiv cos 0 + Kiyv sin o) +

+ G2 (Kiv cos o+ K3uv sin o)] + R [C} M (Kdv cos o +

+ Kiyvsin o) + Cf (K3v cos 0 + Kiuv sin o) +

+ K% sin o (Cf* Max + C§2 M) +

+ Kk sin o (Gf Muc+ Cf Ma) +2 (M C32S,+Cf2 S,) +

+ MCES, + CLS,— f C1 G§ (R{— M Rf ) sin o.

Das System der drei nunmehr homogenen, linearen
Gleichungen, G1.(33),(37) und (38), hat nur Lésungen,
wenn die Koeffizienten-Determinante

und

Oq1  &1p &3
A=log gy Oggl=0 ...... (39)
1 —1tgo

wird. Aus dieser Bedingung ergibt sich eine Gleichung
vierten Grades fiir 2, weil die Summe der Ordnungen
der Differentialgleichungen gleich 4 ist. Es beste-
hen also zwei Schwingungen des Systems. Sie sind
stahil, wenn alle vier Wurzeln komplexe Werte mit
negativem Realteil haben. In diesem Fall ergeben
sich zwei geddmpfte Schwingungen. Treten dagegen
zwei reelle Wurzeln auf, so bleibt die Bewegung sta-
bil, wenn diese negativ sind.

Die Auswertung der Koeffizienten-Determinante
fithrt zu einer Gleichung fiir 2 von der Form

cL. (40
+ (e —¢, f) Q~+—(£01]‘—-£02)/ =0 } .

mit den &-Grollen als Fahrzeugkonstanten. Die ex-
plizite Darstellung der Wurzeln dieser algebraischen

€80 + &3 (D 4 (eg, — g f) 22 +

Gleichung vierten Grades in Abhéngigkeit von [ ist
praktisch nicht méglich. Deshalb mull die Zahlen-
rechnung bereits bei der Determinante begonnen
werden. Dazu sind die Abmessungen: des Kraftrades
und seine Trigheitsmomente zu ermitteln.

2. Anwendungen

2.1 Berechnung der Eigenschwingungen von Ver-
suchsmaschinen :

Die Triagheitsmomente des Vorderradsystems und
der Réder einiger Maschinen wurden mit Hilfe der
bifilaren Aufhéngung, die Trigheitsmomente des
Rahmens mit dem Fahrer auf einem Drehschwing-
tisch um die einzelnen Drehachsen ausgependelt.
Die Untersuchungen erstreckten sich auf drei typi-
sche Einspurfahrzeuge: einen Roller (Vespa), ein
leichtes Kraftrad (Dirkopp MD 150) und ein
schweres Kraftrad (BMW R 51/3) mit und ohne Bei-
fahrer. Die Darstellung des Triigheitsellipsoids dieser
Maschinen in der Radebene zeigen Bild 4 bis 6;
Tafel 1 enthilt die GrundgroBen.

Diese Grundgréflen sind nun in die Koeffizienten-
determinante, Gl. (39), einzusetzen. Die beim Aus-
rechnen von Gl. (39) entstehende Gleichung vierten
Grades fiir die vier Wurzeln £, bis 2, von £ enthilt
{ als Parameter. Sie lautet fiir den Vespa-Roller:

418,908 +(16,7— 17,6 f) £22 + (6,79 — 12,8 f) 2 +
+ (1,64 f—1,53) f =0,

fir die Diirkopp-Maschine, Bauart MD 150:

4 3,90% + (4,66 —6,75f) 22 + (3,38 —4,74 f) 2 +
+(6,34f—1,32)f=0,

fir die BMW-Maschine, Bauart R 51/3, im Solo-
betrieb:

Q4400+ (559—5,61) 22+ (3,08—3,847) 2 +
+(6,02/—1,06)] =0
%

2,

B /-

/‘az‘\,,; n’,/"‘ |
/

Bild 4. Die Tragheitsellipsoide des Vespa-
Rollers in der Radebene.

U und V raumfestes Koordinatensystem, a, und a,

Ellipsoid des Vorder- hzw, Hinterradsystems mit den

Hauptachsen g, - g, und h: — h: bzw. g; — g; und
}1; - h,

%
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Bild 5. (links). Die Trag-

; v

&y

bzw. im Beifahrer-Betrieb:

O+ 4,48 08+ (5,76 —5,68 f) % + (2,36 — 3,59 ) Q+

+ (5,44 f—0,803) f = 0.

Nach dem Einsetzen von f wurden die Wurzeln von
£ durch Iterieren gefunden und in Tafel 2 zusammen-
gestellt. Hs ergaben sich in allen Fillen zwei reelle
und zwei komplexe Wurzeln. Man erkennt, dal nur

Tafel 1. Grundgrofien der

V heitsellipsoide der Diir-
kopp-MD150-Maschine
in der Radebene,
Bezeiehnungen wie in Bild 4

" A
Vath ¢

/L

/ —~—

Ny A

7/

Y
3

&

13
2

)
!
4

2/

Bild 6. (rechts). Die Trag-

heitsellipsoide der BMW-

R 51/3-Maschine in der
Radebene.

Bezeichnungen wie in Bild 4,
ausgezogen bel Solobsetrieb;

bei Betrieb mit Beifahrer (ge-

7

strichelt) gilt die gestrichelte
. Kurve a,,

9

v

in dem schmalen Bereich von v ~ 20 bis 30 km/h

untersuchten Maschinen.

bei den Kraftridern und v = 30 bis 40 km/h bei dem
Roller vollige Stabilitit auftritt.

Die vier Wurzeln £2, bis £, setzt mannunin GL(33),
(37) und (38) ein und erhilt daraus die Konstanten
C, bis G, Mit Q| ergeben sich C,;, €y und Gy, mit
2, entsprechend ¢, €y, und €,y usw, Unter Benut-
zung der Ansitze nach Gl. (32) folgt durch Summen-
bildung

Bezeichnung Vespa-Roller Iﬁ/}l}gk{){rfg) VBMVEOI?O 51/8 E?%\geﬁa?llré ?

Masse des Vorderradsystems m, kg s?/cm 0,01424: 0,02242 0,03711 0,08711
Schwerpunkththe des Vorderradsystems e cm 36,3 49,3 54,2 54,2
e mdapunit (verdormady, | PUTeEOm em 7,0 114 13,2 18,2
Nachlauf [ ein 8,6 10,6 8 8
Abstand des Schwerpunktes von der Steuerachs-

parallelen durch den Aufstandspunkt (Vorderrad) s cm 4y bk 12,6 12,7 12,7
Trigheitsmoment um die V-Achse (Vorderrad) Jy kg cm s 4 11,6 20,2 20,2
Trigheitsmoment um die U—Acl;se (Vorderrad) Jiy kg cm s? W\ 69 135 135
Zentrifugalmoment in der U-, V-Ebene (Vorderrad) Jivy kg em s? — 10,5 — 18,1 — 30,4 — 36,4
Trigheitsmoment des Vorderrades um die Radachse J, kg em s? 0,84 4,6 6,5 6,5
Masse des Hinterradsystems my kg stfem 0,1588 0,1464 '0,2161 0,2861
Schwerpunkthohe des Hinterradsystems hy cm 60,2 70,2 55,0 62,9
waagerechter Abstand des Schwerpunktes vom Ty om

Aufstandspunkt (Hinterrad) 31,3 43,3 52,4 44,1
Abstand des Durchstichpunktes der Steuerachse K

vom hinteren Aufstandspunkt Ca cnt 125,8 139,56 151 151
Ab(?i?rrnlt% ggsd 5‘Schwerpunkbes von der Steuerachse N em 48,3 70,8 718 88,0
Trigheitsmoment um die V-Achse (Hinterrad) Joy kg om s? 340 360 720 720
Trigheitsmoment um die U-Achse (Hinterrad) Jay kg em s® 1210 850 1110 2100
Zentrifugalmoment in der U-,V-Ebene (Hinterrad) Jauy kg em 82 440 400 670 850
Trégheitsmomens von Hinterrad und Motor Ja kg cm s® 1,5 6,0 6,5 6,6
Radstand 1 cm 117,38 129,0 143 143
Arbeitshalbmesser des Rades R cm 17,8 30,7 82,4 32,4
Steuerwinkel 4 Grad 21 27,5 26,9 24,9
B 2 wio | a0
Tragheitshalbmesser des Rades hn cm 14,2 21,2 23 23
Masse des Vorderrades mir kg stfom 0,00415 0,0102 0,0125 0,0125
reduzierte Masse des Hinterrades mit Motor man kg stfem 0,0074 0,0133 0,0125 0,01%5
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"-91 - A 611 6!)” + B 012 eﬂg‘r + C Clseﬂnr +4-

.. (41,
-+ D 014 e'o‘f
= A Cy et B, et - Gy €77 -
L. (42),
+ D €y, 67
P = A Cy e+ BlgeM + CUyehr
‘ . . (43).

-+ D Cyy 7

Die vier Konstanten 4, B, ¢ und D wurden einge-
fithrt, damit man fiir 7 = 0 dife Anfangsbedingungen
#, = 9,(0), 9, =dd,/dv =14,(0), p =y (0) und
¢ = dy/dr = 9 (0) erfillen kann. Der Neigungs-
winkel 4, folgt aus den Werten von ¢, und v nach der
kinematischen Bedingung, GIl. (29).

Bei einer Geschwindigkeit von » = 90 km/h lautet
z. B, die Gleichung fiir die Seitenneigung des Rah-
menteiles beim Vespa-Roller

By=A G,y e 007 +0417 L B (1, ¢=0467—0dir 4
+ CCyge18ln 4 D (lgq 6000477 ' (44)
bzw.
B, = e 0482 [(4 C, + B C,,) cos (0,47) +
+ (A Cyy— BCyy) i5in(0,47)] + € Cppe1817 4 ¢ (45).

+ D Gy 000477

Die Bewegung setzt sich also aus drei wesentlichen
Anteilen zusammen: einer gedidmpften Schwingung,
einem mit der Zeit sehr schnell gegen null gehenden
und einem langsam anwachsenden Glied.

2.2 Das Amplitudenverhiltnis

Aus Gl. (32) kann das Amplitudenverhiltnis der
Schriglage des Rahmenteiles und des Lenkeinschla-
ges (gemessen auf der Fahrebene) gebildet werden:

ColCa=Dylp . .. ... ... (46).
Setzt man €, aus Gl (33) in GI. (37) ein, so folgt
CylCy=— (615 — a1 tg 0) (oxgy + ) - - (47).

Beim Einsetzen von Zahlenwerten entstehen Glei-
chungen, in denen noch der Parameter { und (/)
vorkommen, z. B. fiir den Vespa-Roller:

Tafel 2. Wurzeln der reduzierten Frequenz 2.

Frmllclle— Geschwindigkeit v ‘Wurzel

zah
Er 2, und £, 2, 2,
— | km/h cmfs — — —

Vespa-Roller

7,37 | 90 |25 .10%| —046 4+04i | 181 | 0,0047
4,9 60 [1,67 -10%| —0,45 +0,4i | —18,1 | 0,0056
8,27 | 89,92[1,109.10°| —0,41 £0,87i | —182 | 0

246 | 30 |[8,33 .10t| —0,35 +0,311 | —18,1 |—0,049
1,64 | 20 1555 -10%| 0,037 +£0,381 | ~18,4 |—0,0625
0,82 | 10 |[2,78 .10*| 0,85 +0,82i | —19,4 |—0,125

Diirkopp-Maschine, Bauart M1) 150

7,03 | 90 |25 -10°| —0,6 40,911 | —=,71 | 0,008
4,7 60 | 1,67 -10°| —0,57 :£0,8951| —2,76 | 0,012
2,34 | 30 |8,33 .10¢[ —048 +o0,82i | —38,15 | 0

1,56 20 5,66 10
0,786 | 10 2,78 - 10?

0,038 0,621 | —8,5 [-—0,40
1,24 +0,761 | —4,0 |—1,46

BMW-Maschine, Bauart R 51/3, im Solohetrieh

8,9 120 3,83 -10%| —0,95 40,741 | —2,11 0,0041
6,68 90 2,5 -10°f —0,93 £0,74i | —2,15 0,0068
4,45 GO 1,667 +10*) —0,88 0,735 —=2,26 0,013

2,4 32,3 8,97 -10t| —0,60 0,671 | —2,65 | 0
1,85 | 25 |[6,941.10%| —0,49 + 0,531 | —2,9 |—0,186
1,02 | 1509|4,19 -10t| 0,41 +0,74i | —8,65 |1,15

BMW-Maschine, Bauart R 51/8, im Beifahrer-Belrieh

89 |10 {3,833 .10°| —0,9 0,241 | —2,68 | 0,004
6,68 | 90 |25 109 —0,9 40,271 | —2,72 | 0,0066

4,45 | 60 |1,667.109] —0,85 +0,311 | —2,82 | 0,0012
2,8 35,09 9,742 . 10* | —0,7 0,231 | —3,08 | 0

1,85 25 6,941 .102| —0,2 40,241 | —8,38 |—0,72

1,12 | 15 [4,167-102| 045 +0,651 | —4,67 |—0,97

gegeben. Die Schriiglage des Rahmens ergibt sich
dann nach Gl. (42) mit p nach Gl (49) gemif

By=(—E+iF)p .. ... ... (50).

Wenn man die Schwingung des Lenksystems als um-
laufenden Vektor in der GauBschen Zahlenebene
darstellt, Bild 7, so hat man diesen Vektor mit dem
Wert (— E - i F') zu multiplizieren und erhilt dann
einen zweiten Velktor fiir die zugehorige Schwingung
des Rahmensystems um die Spurlinie.

Bild 7. Darstellung der Winkel

— _ _ _ f?s; 3 % und » sowie des Amplitu-

Gy _—1,45-107022—282.101 Q—5,48.1072+3,04 - 10 2 f g‘é * denverhaltnisses— [ -+ FF in

Cy 5,64.1071022 —541.1071f ) = der GauBschen Zahlenebene.

o Lt Erklarungen im Text

Fir die komplexen Werte Q) = — o - i und i o W s remEen fm e
Q, = —o&—1ip erhiilt man auch lkomplexe Ampli- B }w s

tudenverhiltnisse von der Form
ColCo=—E+iF. .. ... ... (48).

Wihlt man also z. B. in Gl (43) A Oy =1 und
B €y =0, so dall 9, die Schwingung bestimmt, so
isl die Teilbewegung des Lenkeinschlages, die sich
lln de}l; Form einer gedamp(len Schwingung vollzieht,
ure

P =el=a+ihr = y=aroog (B 1) 4 isin ()] (49)

-F e psffly)  reelle Achse

Wie aus Bild 7 hervorgeht, ist die Schwingung in
der Schriiglage (d. h. der Winkel 9,) gegeniiber der
Lenkschwingung (durch den Winkel y bestimmt)
um cinen Winkel s gemil

bgx=I0 ... ... (651)

phasenverschoben. Das Verhiltnis der GroBtaus-

4
P
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AR Bild 9. Amplitudenver-  Bild 10. Amplitudenyer- /
\\ \ \\ hiltnis 4,/ tir die Dir-  hiltnis&,/y firdie BMW- g
\‘ \ \ kopp-MDI50 - Maschine R51/3-MaschineimSolo- Bild 11. Ampliludenverhéltnis
M,}g N bei verschiedenen Fahr- betrieb bei verschiede- &,/ fir die BMW-Rb51/3-Ma-
}1 geschwindigkeiten v. nen Fahrgeschwindig- schine im Beifahrer-Betrieb bei
Erklarung wie bei Bild 8 keiten v. verschiedenenFahrgeschwindig-

Bild 8. Amplitudenver-
haltnis #,/y {iir den Ves-
pa-Roller beiverschiede-

nen TFahrgeschwindig-
: keiten v,

Gestrichelte Vektoren ftir 9y/yp
mit p =1

schlige gibt der Betrag )/ E* + F? an, um den der die
Schriglagenschwingung darstellende Vekfor grofer
ist als der gleich 1 gesetzte Vektor der Lenkschwin-
gung. Die beiden reellen Wurzeln £, und £, ergeben
ebenfalls reelle Amplitudenverhiltnisse. Bild 8 bis 11
zeigen das Amplitudenverhiltnis ,/y und die Pha-
senverschiebung in der GauBschen Zahlenebene fiir
die untersuchten Maschinen, bezogen auf 9 = 1.

2.3 Der Bewegungsablauf

An Hand der vorstehenden Ergebnisse wird nun
der Bewegungsablauf von Einspurfahrzeugen in der
Nihe der Gleichgewichtslage ohne Eingreifen des
PFahrers betrachtet. Drei charakteristische Bewegungs-
formen bestimmen diesen Ablauf: die komplexen
Werte £, und £, stellen eine Schwingung dar, die
negative reelle Wurzel £, bedingt eine sehr schnelle
Ausschlagverkleinerung und die kleine positive Wur-
zel 2, eine langsame VergrofBerung des Ausschlages
(oder bei kleiner Geschwindigkeit, bei der auch £2,
negativ wird, eine Verkleinerung des Anfangsaus-
schlages).

Man unterscheidet zweckméfig drei Geschwindig-
keitsbereiche. Im untersten Berecich ist diec Bewegung
instabil. Bei sehr niedriger Geschwindigkeit (1 bis
5 km/h) ergeben sich an Stelle der komplexen zwei
positive reelle Wurzeln. Die beiden Systeme fallen
also, sich selbst iiberlassen, infolge der Schwerkraft
um. Zahlenwerte wurden in diesem Bereich nicht er-
mittelt. Bei etwas hoherer Geschwindigkeil erhalten
die beiden komplexen Wurzeln einen positiven Real-
teil; es hildet sich also eine angefachte Schwingung
aus. Zunichst ist der Realteil der Wurzeln so groB,
daB es zu keiner periodischen Bewegung kommen
kann. Mit zunehmender Geschwindigkeit wird der
Realteil aber immer kleiner, und es entsteht mehr und
mehr eine Schwingung. Bei einer Geschwindiglkeil,
die bei heute iiblichen Einspurfahrzeugen zwischen
15 bis 30 km/h liegt, durchlduft der vorher positive
und die Instabilitit im untersten Geschwindigkeits-
bereich verursachende Didmpfungslaktor den Null-
wert und nimmt danach ein negatives Vorzeichen an.
Hier liegt die Grenze zum néchsten Geschwindig-
keitsbereich.

Die beiden reellen Wurzeln haben im unlersten
Bereich cin negatives Vorzeichen. Der negative Wert

Erklirung wie bei Bild 8

keiten v.
Erklirung wie bei Bild 8

fir £, bleibt im oberen Geschwindigkeitshereich
praktisch konstant. Das einem Stérausschlag folgen-
de Zuriickschnellen mit der absoluten Grofle der
Frequenz A = £, v/l nach Gl. (36) vollzieht sich also
mit zunehmender Geschwindigkeit immer rascher.
Die kleine negative Wurzel 2, nihert sich mit zu-
nehmender Geschwindigkeil mehr und mehr dem
Nullwert, den sie bei den iiblichen Fahrwerken mit
32 bis 42 km/h erreicht. Im zweiten Geschwindig-
keitshereich ergibt sich daher die Stabilitit der Be-
wegungen in der Nihe der Gleichgewichtslage.

Mit dem Nulldurchgang der kleinen Wurzel 2,
endet der miltlere Geschwindigkeitsbereich, da die
Wurzel von nun an kleine positive Werte erhilt.
Sie bedeuten ein langsames Umkippen des Kraft-
rades. Zwar werden diese positiven Werte spéter bei
hoherer Geschwindigkeit wieder etwas kleiner; sie
gehen aber nicht auf null zurtck. Der Dédmpfungs-
faktor (Realteil von £, und £,) und die dimensions-
lose Frequenz (Imaginirteil von 2, und £,) sind im
oberen Geschwindigkeitsbereich von etwa 50 km/h
(Fr =~ 4) ab nahezu konstant. Die entsprechenden
absoluten GrofBen wachsen also wieder linear mit der
Geschwindigkeit (vgl. Gl. (36)). Daraus folgt, dall
auch die Wellenldnge L in der Fahrspur nach

L=@2n/vo

mit, ¥ als der absoluten Frequenz (Imaginérteil von
A =Qv/l) bei Geschwindigkeiten von mehr als
50 km /h konstant bleibt.

Wiirde man die Reifen des Kraltrades mit Stem-
peltinte bestreichen, so hinterlieBe die Maschine im
obersten Geschwindigkeitsbereich stets das gleiche
Schwingungsbild aul der Fahrbahn, unabhingig
davon, ob z.B. v = 60km/h oder » = 260 km/h
hetrigt. Die wenn auch nur kleine Instabilitdt im
dritten Geschwindigkeitsbercich mag zunfichst et-
was tiberraschen, da man erfahirungsgemif bei hohe-
rer Ceschwindigkeit besonders leicht freihéindig
fahren kann. Einmal aufmerksam geworden, spiirt
jedoch jeder Fahrer sehr deutlich, wie er beim Frei-
handiglahren mit v = 40 km/h das Gewicht dau-
ernd auf die eine oder die andere Seite verlagern muf,
weil sich die Maschine langsam neigt. Entsprechend
der schr langsamen Ausschlagvergroflerung spielt sich
dieser Ausgleich im Zeitraum von etwa 4 bis 10 s ab.

Die kleine positive Wurzel £,, der Ausdruck fir
die Instabilitit, entsteht dadurch, daBl der Faktor
(€01 [ — €g9) [ in GL. (40) mit wachsender Geschwindig-
keit v (also mit kleiner werdendem f) wegen des ne-
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gativen Vorzeichens von &,, negative Werte annimmt.
Das Glied ¢y, f entspricht in der Bewegungsgleichung,
Gl. (31), den Gliedern mit dem Faktor v? 9. Diese
Glieder sind aber erst durch Einfiihren der Be-
. ziehung @, — @, = 9 und der nichtholonomen Gl.
(4) entstanden. Anschaulich bedeutet dies, daf} sich
wiithrend der Fahrt das Hinterrad nach einem Lenk-
einschlag stindig der Spur des Vorderrades wieder

néhert, da es in einer Achse in der Vorderradebene .

angelenkt wird, der Winkel o also fortlaufend ab-
nimmt. Fithrt man das Vorderrad nach einem Lenk-
einschlag auf einer Geraden, so lauft das Hintérrad
asymptotisch in die Spur des Vorderrades nach Art
einer Traktrix ein. Je groBer die Geschwindigkeil
ist, um so schneller vollzieht sich diese Ann#iherung
und damit die Verkleinerung von . L4t man v = o
werden, so wird nach Gl (4) mit @, — @, = v der
Winkel ¢ = 0, sofern die Winkelgeschwindigkeiten
@, und @, endliche Werte behalten. Mit 9 = 0 aber
wire die Moglichkeit eines Lenkeinschlages aufge-
hoben, auf der natiirlich die Stabilisierung beruht.
Es sei noch erwihnt, daB sich mit kleinerem ¢, also
- steilerem Steuerwinkel, diese Instabilitit verringert
und sogar ganz beseitigt werden kann (es wird dann
das letzte Glied in Gl (40) (o [+ &g,)f). Jedoch
nimmt durch diese MaBnahme auch der Dimpfungs-
faktor -der komplexen Wurzel ab, auf den es wegen
der Gefahr des Lenkungsflatterns viel mehr ankommt
als auf die kleine, vollig ungefihrliche Instabilitat
im oberen Geschwindigkeitsbereich.

Mit Hilfe des Amplitudenverhiltnisses kann man
den Anteil der Schriglage und des Lenkeinschlags
an den drei charakteristischen Bewegungen erkennen,
Der Anteil der Kippbewegung an dem von £, be-
stimmten Zurtickschnellen ist bei hohen Geschwin-
digkeiten verschwindend klein; er wird mit abneh-
mendem » etwas grofer. Diese schnelle Bewegung
vollfithrt also fast ausschlieBlich das leichtere Vor-
derradsystem auf Grund des Lenkeinschlags. Um-
gekehrt verhdlt sich das Kraftrad beim langsamen
Umkippen auf Grund der kleinen Werte von £,
Hier gibt das Kippen des Rahmensystems den Aus-
schlag; der Lenkeinschlag nimmt praktisch nur im
unteren Geschwindigkeitsbereich an der Bewegung
teil. SchlieBlich ist die vom komplexen Amplituden-
verhiltnis  bestimmte Phasenverschiebung der
Schwingungsbewegung zu betrachten. Im untersten
Geschwindigkeitsbereich eilt die Schriglage dem
Lenkeinschlag voraus. Im mittleren Geschwindig-
keitsbereich jedoch beginnt die Schriglage (zwi-
schen 20 bis 30 km/h) hinter dem Lenkeinschlag zu-
rlickzubleiben, und mit zunehmender Geschwindig-
keit eilt sie mehr und mehr nach. Das Amplituden-
verhiiltnis erreicht einen Maximalwert bei 26 bis
30 kmfh, Mit zunehmender Geschwindigkeit wird es
etwas, mit abnehmender betriichtlich kleiner, Beim
GroBtwert idbersteigt die Amplitude der Schriglage
die des Lenkeinschlages um das 2- bis 3fache.

2% Vergleich der Versuchsmaschinen

Zum Vergleich der Ergebnisse fiir die einzelnen
Versuchsmaschinen wurden die Wurzeln £, bis £,
tiber der Froudezahl Fr aufgelragen, Bild 12 bis 15,
Bemerkenswert, ist, dafl alle Kurven i oberen Ge-
schwindigkeitsbereich nahezu konstant verlaufen.

Die wichtigsten Grofen sind die Frequenz und der
Déampfungsfaktor, da Schwingungserscheinungen bei
hoher Geschwindigkeit die Hauptgefahr bilden. Fiir
den Vespa-Roller hat der Démpfungslfaktor (vgl.
Bild 12) den kleinsten Absolutwert, dann folgen die
Diirkopp-MD 1560-Maschine und mit betréchtlich
groflerem absoluten Diampfungswert die BMW-
R51/3-Maschine im Solobetrieb. Der Beifahrer wirkt
sich bei der schweren Maschine nur in einer méQigen
Verkleinerung des absoluten Betrages vom Dimp-
fungstaktor aus. Zweifellos ist ein mdoglichst hoher
Absolutwert des Démpfungsfaktors erwiinscht und
bei - der Auslegung von Fahrwerken anzustreben.
Dies allein reicht jedoch nicht zur Sicherung guter
Fahreigenschaften aus, denn gerade bei der Maschine
mit der gréfiten Dampfung wurde Flatterneigung
beobachtel und gemessen.

Die Frequenz der Eigenschwingungen (vgl. Bild
13) liegt bei der Diirkopp-Maschine am hochsten,
Grof3e Kreiselkrafte im Verhdltnis zur Fahrzeugmasse
sind die Ursache hierfiir. Die Frequenz der BMW-
IR51/3-Maschine im Solobetrieb hat rd. 279, kleinere
Endwerte, wihrend die des Vespa-Rollers nur knapp
die Halfte der Frequenz der Diirkopp-Maschine er-
reicht, Der Beifahrer-Betrieb wirkt sich bei der BMW-
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Bild 12. Abhéngigkeit des Dampfungsfakiors (Real-
teil der Wurzeln £, und 2,) der Schwingung von der
Froudezahl,

a Vespa-Roller, b Dirkopp-MD 150-Maschine, ¢ BMW-R 51/3-Ma-
schine im Solobetrieb, d BMW-R 51/3-Maschine im Beifahrer-Betrieb
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Bild 13. Abhéngigkeit der dimensionslosen Frequenz
(Imagindrteil der Wurzeln 2, und 2,) der Schwingung
von der Froudezahl.

Erklirungen wie in Bild 12
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Maschine in ciner Verkleinerung der Frequenz um
mehr als die Hilfte des Solo-Betriebswertes aus. Bei
schwicheren Maschinen ist eine noch gréflere Sen-
kung der Frequenz durch den Beifahrer-Betrieb zu
erwarten. Allerdings wird der Unterschied in der
Praxis nicht so gro3, weil der Beifahrer mangels ge-
eigneter Festhaltemoglichkeiten nicht ,starr mit der
Maschine verbunden” an allen Bewegungen teil-
nimmt, sondern nur mil einem Teil seiner Eigen-
masse die Masse der Maschine wirksam vergrofert.
Messungen zeigten, daB die Frequenz heim Beifahrer-
Betrieb nur um etwa 10%, absinkt.

Die Werte fiir die negative Wurzel 0, die das
Zuriickschnellen nach dem Strausschlag bestimmen,
unterscheiden sich bei den Kraflridern nur wenig
(vgl. Bild 14). Der absolute Werl fiir den Vespa-
Roller iibertrifft jedoch die Werte fiir die Mobor-
riider um das 7- bis 8fache (wohl wegen der kleinen
Masse der gelenkten Teile). .

Die Wurzel £, interessiert allenfalls im oberen
Geschwindigkeitsbereich. Die Werte [iir die Motor-
riider nihern sich mit zunehmender Geschwindigkeit
einander und sind ab Fr = 8 (entsprechend v =~
60 km/h) etwa gleich groB. Die Kurve fiir die Wurzel
2, des Rollers verliuft ab Fr =~ 2 ebwas unter den
anderen Kurven, nihert sich jedoch ebenfalls mit
wachsender Geschwindigkeit dem Wert fiir die Kraft-
riider.

Die Wurzeln £, und £, haben fiir den Fahrbetrieb
und damit fiir die Auslegung von Fahrwerken keine
nennenswerbe Bedeutung, Dic kleine Instabilibét
durch £, wird vom Fahrer bei der langsamen Aus-
schlagvergroBerung mihelos und ohne zusiitzliche
Beanspruchung ausgeglichen. Das Zuriickschnellen
der gelenkten Teile entsprechend £2, ist eine erwinsch-
te Bewegung. Auf die Frequenz der Schv_vingung_da-
gegen mul besonders geachtet werden; sie darf n%cht
in der Niihe der Eigenschwingungszahl irgendeines
schwingungsfihigen Systems der Maschine und auch
nicht im Bereich der Frequenz der hiulig durch
StraBenunebenheiten erzeugten Schwingungen lie-
gen, da sonst, auch bei starker Diémplung angefachte
Schwingungen enlstehen knnen.

2.5 Die Wirkung des Steuerdiimpliers

Die Flatterneigung wird im allgemeinen durch
einen Reibungsdimpler unterdrickt, der nach Be-

Bild 15 (rechts). Abh#in-
) gigkeit der Wurzel 2, fur
-8 < daglangsameAnwachsen -4
@ des Ausschlages bei ho- ”_
heren Geschwindiglkei-
201 ten von der Froudezahl, -gy
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darf bei hoherer Geschwindigkeit vom Fahrer ange-
zogen werden kann und den bei einer Reibungs-
démpfung iiblichen EinfluB auf ein schwingendes
System hat. Der Démpfer verkleinert die Amplitu-
den ohne Veriindern der Schwingungsfrequenz linear.
Allerdings bhekommt die Démpfungskonstante bei
niedriger Geschwindigkeil ein positives Vorzeichen.
In diesem Gebiet bewirkt der Dimpler ein verstérk-
tes Anfachen der Schwingungen. Bei hgherer Ge-
schwindigkeit wird jedoch die Konstante negativ,
d. h. man erhilt die vorstehend beschriebene Damp-
fungswirkung. ‘

Die bessere Fahrsicherheil beim Benutzen desSteuer-
dampfers beruht jedoch weniger auf seiner BEigen-
schalt, einmal entfachte Schwingungen ablklingen zu
lassen, als vielmehr ihre Entstehung zu unterdriicken,
Erfahrungsgemif nimmt das Lenkungsflattern erst
bei einer bestimmten GréBe der Ausschlige so sehr
zu, daB der Fahrer sie nicht mehr begrenzen kann.
Die Lenkung schligt dann mit groBer Gewalt rechts
und links gegen die Anschlige. Der Energieumsatz
ist dabei so groB, dafl auch ein fest angezogener
Démpfer die Schwingung nicht schnell genug zum
Abklingen bringen kénnte. Die Schwelle zu dieser
durch hohe Energiezufuhr ausgelésten Verstdrkung
der Schwingungen scheint das (rechnerisch kaum zu
erfassende) Uberschreiten des durch die Haftreibung
bestimmten Kraftschlusses zwischen dem Vorder-
rad und der Fahrbahn zu sein. Im allgemeinen ver-
mag der Steuerddmpfer dagegen die durch den Fah-
rer oder die Fahrbahn angeregten Schwingungen be-
reits beim Entstehen zu unterdricken und damit die
Gelahr des Lenkungsflatterns weitgehend zu bannen.

Es bleibt jedoch festzustellen, dal ein solcher
Steuerdimpfer ein Notbehell ist, da er beim Wechseln
der Geschwindigkeit, z. B. zum Durchfahren von
Orlschaflen, stets vom Fahrer bedient werden mufl
und auch seine Wirkung nicht immer auszureichen
braucht, um Schwingungserscheinungen auszuschal-
ten. Ein Fahrwerk sollte vielmehr so beschaffen sein,
daB man es ohne Steuerddmpfer fahren kann. Es
wiire u. U. an den Einbau eines Fliissigkeitsdampfers
7zu denken, der den schnellen Flalterschwingungen
hohen Widerstand entgegensetzt, hingegen die lang-
samen Stabilisierungshbewegungen des Fahrers bei







