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DE STABILITEIT VAN HET RIJWIEL.

1, Inleiding.

Iedereen, die wel eens uiteenlopende typen van rij-
wielen heeft bereden, heeft ondervonden, dat, in het by-
sonder bij lage snelheden, de constructie van de fiets een
belangri jke invloed heeft op het gemak waarmede men zich
in evenwicht kan houden. : _ ‘ '

Het is dan ook begrijpelijk, dat reeds korte tijd,
nadat het rijwiel zijn intrede had gedaan, pogingen zijn
ondernomen om na te gaan welke invloed de stuurashelling,
de-naloop, de zwaartepuntsligging; het gewicht van het
voorwiel en andere grootheden van de fiets op de stabili-
teit wvan het rijden uitoefenen om zodoende tot de meest
gunstige comstructie te komen.

De wiskundige moeilijkheden en vooral de bewerkeli jk-
heid van de uit te voeren berekeningen, waar men bi] deze
pogingen op stuitte, waren echter zo groot, dat het bij
pogingen is gebleven. Wel hebben Carvallo*) en Whipple¥**)
omstreeks 1900 voor een gegeven rijwiel het snelheidsge-
bied, waar binnen het stabiel is, bepaald en enige algemene
aanwljzingen gegeven. Deze artikelen zijn echter in speci-
fiek wiskundige tijdschriften gepubliceerd en de gegeven
aanwijzingen waren van te beperkte waarde om enige invloed
op de ontwikkeling van de rijwielconstructie te kunnen uit-
oefenen. 7o heeft zich de fiets geheel volgens inzichten
van de practijk ontwikkeld en men is gekomen tot een alge-~
meen aanvaard model, waarvan men aanneemt, dat het het
juiste compromis voorstelt tussen de eisen, die niet al-
leen de stabiliteit, maar ook de sterkte, de menselijke
houding, de eenvoud van constructie en de fabricagekosten

' stellen, : ‘

L; S Het blijft echter een onbevredigende toestand, dat

3 een rijwielconstructeur niet bij machte is, de consequenties
te overzien van het sanbrengen van enigszins ingrijpende
veranderingen in een nieuw model en dat hij niet weet, welke
meatregelen hij moet nemen om bijvoorbeeld een fiets te
construeren, die ook bij lage snelheid nog goed berijdbaar
moet zijn. Ook een objectieve vergelijking van de eigen-
schappen van het in Nederland gebruikelijke rijwieltype met
die van het Franse model, is voorshands nog niet mogelijk.

Om deze redenen werd besloten om in een serie monao-
grafieén de fundamentele problemen van het rijwiel zo gron-
dig mogelijk onder de loupe te nemen. In dit rapport zal

*) Journal de 1'école polytechnique. 2de serie, Vol. 5
et 6, 1900 en 1901.
**)  Quarterly Journal of Mathematics, Vol. 30, 1899.




1 Introduction

Everyone that has ridden a variety of different bicycles will have experienced,
particularly at low speed, that the construction of the bicycle largely influences
the ease with which one can balance oneself.

Therefore it is understandable that, shortly after the bicycle was introduced,
attempts were all ready undertaken to examine what the influence of the head-
angle, trail, position of the centre of gravity, the weight of the front wheel and
other bicycle parameters have on the stability of the bicycle in order to reach
an optimal construction.

The mathematical difficulties and particularly the complexity of the calcu-
lations, that were encountered during these attempts, were so large, that they
remained at attempts. However around 1900 Carvello X' and Whipple 2 did cal-
culate, for a given bicycle, the speed range within which the bicycle is stable,
and give some general suggestions. However, these articles were published in
mathematical journals and the given suggestions were to restricted to be of any
influence in the development of the bicycle’s construction. The bicycle has thus
developed solely on the insight gained from practical experience and has lead to
a generally accepted model. It is assumed that this design represents the best
compromise between the demands laid upon it by, not only the stability, but
also the strength, the position of the rider, the simplicity of the construction
and the production costs.

However it remains a dissatisfying situation that bicycle manufacturers are
not capable of overseeing the consequences of somewhat radical design changes
to a new model and that they do not know what measures to take to, for
instance, design a bicycle that is also well rideable at low speeds. Also it is
presently not possible to compare, objectively, the properties of the style of
bicycle commonly seen in the Netherlands with that of the French model.

For this reason it was decided to review the fundamental problems of the
bicycle design as thoroughly as possible in a monograph serie. This report

1Journal de I’école polytechnique. 2nd serie, Vol.5 et 6, 1900 and 1901.
2Quarterly Journal of Mathematics. Vol. 30, 1899.
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alleen de stabiliteit behandeld worden, maar het ligt in

de bedoeling om het te zijner tijd te laten volgen door
studies betreffende uitwendige belastingen, sterkte,
gtijfheid en physiologie. :

De aard van de bewegingen van een rijdend rijwiel.

In deze paragraaf zullen ter gedachtebepaling en

| vooruitlopend op de, in de volgende paragrafen, gemaakte

berekeningen enige facetten van de beweging van een rij-
dende fiets worden besproken, Deze beschouwingen zullen
echter geen aansprask maken op exactheid, noch op volle-
digheid, o

Wenneer men een fiets, voorzien van een berijder.
die zich niet beweegt en volkomen star met het frame is
verbonden, maar die het stuur geheel vrij laat, een be-
paalde snelheid zou geven, dan is het theoretisch moge-
1ijk, dat hij zich rechtlijnig zou blijven voortbewegen,
mits hij in nauwkeurig verticale stand zou worden losge-
laten en er zich geen storende invloeden voordoen gzoals
oneffenheden in de weg, zijdelingse windstoten en wat
dies meer zij. In de practijk is dit natuurlijk ommoge-
1ijk, omdat genoemde storingen, hoe gering ook, altijd
aanwezig zullen zijn. Het gaat er mu maar om hoe deze
fiets zal reageren op een kleine afwijking van de recht-
vooruitgaande beweging; m.a.w. of een toevallige aanwe-
zige stuuruitslaghoek 4 of hoek £ tussen frame en verti-
cazl automatisch groter of kleiner zal worden.

Van het een en ander kan men zich trachten reken-
schap te geven door de wvolgende beschouwingen:

Indien de fiets naar rechts helt, zal het stuur
naar rechts moeten uitslaan, opdat zodoende opgewekte
middelpuntvliedende kracht naar links de fiets weer in
zijn verticale stand kan terugbrengen, anders zal de hel-
ling naar rechts steeds groter worden en de fiets zal om~
vallen.

Voor de stabiliteit zijn dus van belang die effec—~ .
ten, die het stuur trachten te doen uitslaan naar de
zijde waarheen het rijwiel helt.

Deze effecten zijn:

-

J. de naloop. »
Fig. l-gtelt het achteraanzicht
van de fiets voor. Is er geen
stuuruitslag, dus beschrijft de
fiets een rechtlijnige beweging,
dan zal de grondreactie verti-
caal omhoog gericht zijn. Wij
merken op, dat de kracht P, op
het voorwiel een component heeft,
loodrecht op het voorwielvlak
gericht, tegengesteld aan de
richting van omvallen. Ligt dit




only treats the stability, but the intention is to, in due time, to follow on
with studies on the external loading, strength, stiffness and physiology

2 The nature of the motion of a moving bicycle

In this chapter some of the facets of a moving bicycle will be discussed in order
to introduce a manner of thinking ahead of the calculations that will be carried
out in the following chapters.The discussed aspects are however, neither exact
nor complete.

When one takes a bicycle with a non-moving, rigidly attached, rider who is in
the hands free situation, and gives this bicycle a certain speed, then theoretically,
it is possible that the bicycle will move in a straight line provided that the
bicycle is released perfectly vertically and no external disturbances take place
such as unevenness in the road surface, lateral wind gusts etc. In practice this is
obviously impossible as the mentioned disturbances, however small, will always
be present. Of interest is how the bicycle will react to a small deviation from
the straight ahead and upright position. In other words, if by coincidence there
happens to be a small handlebar rotation 3 or angle ¢ between the frame and
the vertical will this angle automatically become smaller or larger.

One can attempt to account for a number of aspects by considering the
following:

If a bicycle leans over to the right, the handlebars also have to turn to the
right, such that the induced centripetal force, acting to the left, return the
bicycle to its vertical position, otherwise the lean angle to the right will increase
and the bicycle will fall over.

Those effects that try to turn the handlebar in the same direction as that
the bicycle is leaning are of importance for the stability of the bicycle.

1. Trail
Fig.1 represents a rear view of the bicycle. If there is no steering angle and
bicycle moves in a straight line, then the reaction force from the ground,
will be directed vertically upwards. Note that the force P, acting on the
front wheel has a component directed perpendicular to the wheel plane
and acting in the opposite direction to the the direction that the bicycle
wants to fall over.
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steunpunt van het voorwiel nu achter de stuuras, dan

' zal deze component een moment om de stuuras in de ge-
Wenste/aitoefenen en het stuur zal uitslsan naar de
valgijdes /richting

2. de swaartepuntsligging van het voorwielstuurgedeelte.
' Th Fig. 1 ziet men dat het gewicht van het stuurvoor-
wielgedeelte een component loodrecht op  het voorwiel-
vlak heeft, werkend in de richting van het omvallen.
Indien het zwaartepunt hiervan védér de stuuras ligt,
251 het stuur ook in deze richting uitslaan.

3, de gyroscopische werking van het voorwiel. _
Trdien men een fiets, met het voorwiel draaiend in de
normale zin, een draaiing geeft om zijn langsas, dan
zal het stunr uitslaan in de gewenste richting. Men
kan dit duidelijk waarnemen aan cen fiets, die men
heeft opgehangen aan het achterwiel. Een zwaar en
groot voorwiel is dus gunstig voor de stabiliteit.

4. het traagheidsmoment van. het stuurvoorwielgedeelte om
de stuuras. , :
Hoe kleiner dit traagheidsmoment is, des te sneller
zal het stuur door de onder 1, 2 en 3 gencemde momen-—
ten draaien. p - ‘ .
Deze maatregel is echter moeilijk te combineren nmet de
vorige. Hoe groter immers de maloop, de voorlijke
zwaartepuntsligging van het voorwielstuurgedeelte en
het wiel, hoe groter is het traagheidsmoment daarvan
om de stuuras. - ‘

Wij hebben door deze vier punten een indruk gekre-
gen van de invloeden, die bij de stabiliteit van belang
zijne Maar quantitatieve gegevens zijn met deze eenvol-
dige beschouwingen niet te verkrijgen. Evenmin is op deze
manier het onderling verband van de genoemde effecten of
de invloed van de stuurashelling te vinden.

In de volgende paragraaf is afgeleid, dat de alge-
mene beweging van een fiets wordt weergegeven door verge
1i jkingen als: :

£= Clea:l-b + CgeaQt y %" (C3sin bt + Cpcosbt) e (1)

Hierin is: & = de hoek tussen frame-vlak en verticaal;

|

e = 2,718% , het grondtal van de natuurli jke
logarithme.
t = de tijd in seconden

C1, Co, C3, Cg zijn constanten, die de bewegings-
toestand ten tijde t = O bepalen.*). ‘

*) Als de Ficts ten tijde © = O precies verticaal staat,
met het stuur in de middenstand, dan is C1=02=03=C4 = O
en blijft € = 0 en A =.0.




If the contact point of the front-wheel with the ground is located behind
the steering axis, then this force component will cause a moment to act in
the desired direction causing the handlebars to turn towards the side that
it is leaning towards.

2. Position of the centre of gravity of the front-wheel & front-frame
Fig.1 shows that the weight of the front-frame & front-wheel has a compo-
nent perpendicular to the plane of the front-wheel acting in the direction
of falling over. when its centre of gravity is located in front of the steering
axis, then the handlebars will also turn in this direction.

3. Gyroscopic effects of the front wheel
If a bicycle, with its front wheel rotating in the normal manner, is rotated
about its lean axis, then the handlebars will turn in the desired direction.
This can be demonstrated clearly with a bicycle that is suspended at its
rear wheel. A heavy and large front-wheel is thus favourable for stability.

4. Moment of inertia of the front wheel & front-frame about the steering axis
The smaller this moment of inertia is, the faster the handlebars will rotate
as a result of the moments mentioned in parts 1, 2 and 3.

This measure however, is difficult to combine with the other previously
mentioned measures. After all the larger the trail, the further forward the
centre of gravity of the front-frame and front-wheel and the centre of the
front-wheel, the larger the moment of inertia about the steering axis will
be.

With these four points we have been able get an impression of the effects
that play a role in influencing the stability. It is however not possible to make
quantitative assertions about the observations. Neither is it possible to find
their underlying relationship between the different effects or the effect of the
steering axis angle.

In the following chapter the derivation will be given for the general motion
of the bicycle. It will be shown that the general motion of the bicycle can be
described by equations such as:

£ = Cre™" 4 Coe! + e (Cysin bt + Cy cos bt) (1)

where:

€ = the angle between the frame-plane and the vertical;

e =2.7183, t= the time in seconds

Cy, Cy, C3, C4 are constants, that determine the initial conditions at time
t =07

3If the bike is completely vertical at time t = 0 and the handlebars in the straight ahead
position, then C; = Cy = C3 = Cy = 0 and ¢ and [ will both remain = 0
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. al, ap, az_ en b zijn,groothgden, die afhgngen van
‘de afmetingen en gewichten van de fiets met berijdexr en
van de snelheid. v :
" Voor de stuuruitslag B geldt dezelfde vergelijking,
maar met andere waarden voor Cj, C2, C3 en C4, o

De grootheden aj, ap, &3 en b hebben dezelfde waar-
de voor 4 en £ , waaruit duidelijk blijkt hoe de omval-
beweging en de stuurbeweging gekoppeld zijn.

Bij nadere beschouwing blijkt, dat van doorslagge~
vende betekenis voor de stabiliteit is: het al of niet ne-
gatief gzijn van aj, ap en a3z, Is een van deze grootheden
positief, dan is er altijd een term, die met de tijd steeds
groter wordt. Dit is dan ook het geval met & en de fiets
zal dus vallen. Zijn aj, ap en az daarentegen negatief, dan
mallen alle termen steeds kleiner worden met de tijd, zodat
een éénmaal aanwezige afwijking van de verticale stand
automatisch weer verdwijnt. , ,

Verder wordt nog opgemerkt, dat, tenzij b = 0, er
ecen slingering zal optreden, waarvan de uitslagen steeds
groter of kleiner zullen worden naar gelang as positief of
negatief is. ' . v

In fig. 2 is getekend hoe voor één bepaalde Neder-
landse fiets aj, a2, a3z en b afhangen van de snelheid. Men
ziet hieruit, dat tussen 16 en 21,6 km/u alle a's negatief
en de beweging van deze fiets dus stabiel is. Boven 21,6
km/u is as positief, maar zeer klein. In dit snelheidsge-
bied is de beweging onstabiel, maar deze onstabiliteit is
zo gering, dat de berijder het omvallen met kleine lang-
zame verplaatsingen van zijn zwaartepunt of van het stuur
zal kunnen voorkomen. _

Iaten wij als voorbeeld eens sannemen, dat de snel-
heid 36 lm/u bedraagt (dan is a% het grootst) en door een
of andere oorzaak de omvalhoek zo groot is gewordem, dat
het zwaartepunt van de fiets 1 cm van de evenwichtsstand
is verschoven, dan is dege afwijking na 50 m rijden nog
maar 2 cm groter geworden, indien de berijder gzich volko-
men passief zou gedragen. :

Daalt daarentegen de snelheid beneden de 16 km/u,
dan zien wij, dat az sterk positief gaat worden. Het zal
in dit geval dus van de acrobatische aanleg en scholing
van de berijder afhangen hoe langzaam men nog kan fietsen.
De onstabiliteit treedt in dit geval op in de vorm van een
steeds groter wordende slingering. Beneden 3 km/a is b = O,
dan zal de fiets dus omvallen zonder eerst een slingerende
beweging uit te voeren.

Fig. 2 geldt, zoals reeds gezegd is, voor een be-
paalde fiets. Berekent men een dergelijk diagram voor een
fiets, die anders geconstrueerd is, dan vindt men in het

ilgemeen andere waarden voor de heide stabiliteitsgrenzen
en B. :



a1, az, as, and b are parameters that depend on the bicycle’s dimensions,
its speed and weight and the weight of the rider.

A similar equation can be derived for the steering angle (3, but with different
values for C, C5, Cs, and Cy.

The variables a1, a2, as, and b are the same for both the ¢ and 8 equations,
clearly indicating that the tip over mode and the steering mode of the bicycle
are coupled.

Upon further examination of the equations it appears that the stability of
the bicycle depends on whether a1, as and ag are negative in value. If any one of
the variables is positive then there is always at least one term that will grow in
time. This will then also be the case for ¢, thus the bike will fall over. If a1, as
and as however are all negative, then all the terms will get smaller in time such
that an initial deviation from the upright will automatically disappear in time.

It should also be noted that, unless b = 0, an oscillation will take place,
which will grow or decay depending on whether a3 is positive or negative.

Fig.2 shows how, for a specific Dutch bicycle, a1, as, asz and b depend on
the speed. It shows that between 16 and 21.6 km /h all the a’s are negative and
thus that the motion of the bicycle is stable. Above 21.6 km/h as is positive,
but very small. In this speed range the motion is unstable, but this instability
is so small, that the rider can prevent the tipping over of the bicycle by small
and slow movements of the his centre of gravity or of the handlebars.

In the following example let us assume that the speed of the bicycle is 36
km/h (then asg is largest). Also assume that for some reason the lean angle has
become so large that the centre of gravity of the bicycle has moved 1 cm from
its equilibrium position. Then the deviation of the centre of gravity from the
equilibrium position, assuming that the rider acts completely passively (rigidly
attached), will only have increased by 2 cm after 50 meters of cycling.

On the other hand if the speed drops below 16 km/h, then we see that
a3 becomes highly positive. How slow the bicycle can be ridden, will in this
case, therefore depend on the acrobatic skills and training of the rider. The
instability will be exhibited in the form of an ever growing oscillation. Below
3 km/h, b = 0 and thus the bicycle will tip over without first carrying out an
oscillatory motion.

As stated earlier, Fig.2 applies for one specific bicycle. If such a figure is
drawn for a bicycle, that is of a different construction, then in general the found
values for the limits of stability A and B, will also differ.
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In de volgende paragrafen zal nu worden onderzocht
hoe deze grenzen afhangen van de afmetingen en de ge-
wichtsverdeling van de fiets en zijn beri jder. ‘

De niet in de theoretische mechanica geschoolde
leger kan de paragrafen 3, 4 en 5 overslaan en onmiddel-

" 1ijk vervolgen met paT. 6. Voor hem zij hier vermeld, dat’

de wortels zijn van een vierde machtsvergelijking:
€% Qf\ﬂf + oA +042&2 +a3)\+b<4 =0 v 00 (2)
In par. 6 wordt de betekenis vand gy X1, Koy 3
enix4 gegeven.

De voorwearden voor het negatief zijn van &g, ap
en ax zijn nus -

OCO>O,O<1> 0, 0(2>O§(—:—?: ) +-§—%0(4 y c>(3> 0 eno<4>0.

Dit zijn dus de stabiliteitsvoorwaarden.

Kinematische betrekkingen en verklaring van de gebruikte
notaties. ‘ :

‘In fig. 3 is een fiets in zijn meest algemene stand
getekend. Het rijwiel zelf is gekarakteriseerd door de
beide wielstralen ry en ry, de lengte van de 1loodlijnen
vanuit de middelpunten der wielem By em By, op de stuuras
neergelaten e en d, en de afstand van de voetpunten deger
loodli jnen m. .

De stand ven het. rijwiel in de ruimte is bepaald
door cobrdinaten x en y van het steunpunt van het achter-
wiel ten opzichte van een in de grond verankerd assenhuis
0 XY Z, waarvan het X Y vlak met het grondvlak samenvalt;
verder door de hoek 6 tussen de snijlijn van het achter-
wielvlak met het grondvlak en de X-as, door de hoek S tus-
sen achterwielvlak en de verticaal en de hoek ¥ , die de
verdraaiing van het stuur om zijn as aangeeft.

In fig. 3 vindt men buiten de hierbovengenoemde nog
de volgende hoeken en afstanden:

f = de afstand tussen het steunpunt van het voorwiel Sy
tot het snijpunt H van de stuuras met het grondvlak.

¢ = de afstand tussen het steunpunt van het achterwiel 3g
met het snijpunt van de stuuras met het gronmdvlak.

¥) 1= -1 of juisteric = -1



In the following chapters it will be examined how the stability boundaries for
the bicycle depend on its dimensions and the weight distribution of the bicycle
and rider.

Readers who are not at home in the theoretical mechanics can skip chapters
3, 4 and 5 and immediately continue with chapter 6. For them though we
mention that:

ai, as, a3 + biandag — bt
are the roots are of the fourth order equation:

Oé()>\4 + 041)\3 + ag)\2 +asA+a4 =0 (2)

In chapter 6 the meaning of ag, a1, ag, asz and ay is given.
The conditions for a1, as and a3 to be negative are now:
ag >0, ag >0, a2>%§ao+%§a47 a3 >0 and ay > 0.

Thus these are the stability conditions.

3 Kinematic relations and the declaration of the
used notation

A bicycle in its most general state is drawn in fig.3. The bicycle is characterised
by both its wheel-radii r, and r,, the length of the two lines e and d that are
perpendicular to the steering axis (stuuras) and connect the wheel centres B,
and B, to the steering axis, and the distance m between these two perpendicular
lines measured along the steering axis.

The position of the bicycle is determined by coordinates x and y of the con-
tact point of the rear wheel with respect to the global reference frame O X Y Z,
of which the X Y plane coincides with the ground plane. Furthermore by the
angle 6 between the line intersecting ground plane and the rear wheel plane,
and the X-axis, by the angle £ between the rear wheel plane and the vertical
and the angle ¥ which is the angle rotated by the handlebars about its axis.

Besides those mentioned above, Fig.3 also shows the following angles and
distances:

p = the distance between the contact point of the front wheel S, and the
intersection H of the steering axis with the ground plane.

q = the distance between the contact point of the rear wheel S, and the
intersection of steering axis with the ground plane.

4j = /=1 or more correctly i? = —1
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X = de hoek tussen de stuuras en de snijlijn van het
schterwielvlak (= framevlak) met het grondvlak.

5' - de hoek tussen de stuuras en de snijlijn van het
voorwielvlak met het grondvlak.

/B = de hoek tussen de snijlijnen van het voor- en
achterwielvlak met het grondvlak.

é\ = de hoek tussen het voorwielvlak en de verticaal.
Tissen deze grootheden bestaan betrekkingen, waarvan

men er enkele kan afleiden met behulp van de bekende for-
mules van de drievlakshoek (zie fig. 4).

sin /5 P -
tg d = cot X co5 £ + cos B tgé (3)
sin4___ sim X _ sin 4 (4)
sin ¥ cos¢fS =~ cos ¢

Om de dynamische eigemnschappen van de fiets vast te
leggen, worden de volgende assenkrulsen aangenomen, die
met het rijwiel meebewegen:

1. een assenkruis Ca X Y Z, verankerd in het frame, met de
oorsprong in Cg,het gemeenschappelijke zwaartepunt van
berijder, frame en achterwiel,

2. een assenkruis Cy X Y Z, verankerd in het met het stuur
meedraaiende gedeelte met de oorsprong in Cy, het ge-
meenschappelijke zwaartepunt van voorwiel, stuur en
voorvork, d.w.z, alle onderdelen, die bij draaiing van
het stuur meebewegen.

De oriéntering van deze beide assenkruisen is zoda-
nig, dat, indien de fiets verticaal staat met het stuur in
de middenstand, de Z-as verticaal omhoog wijst, de X-as
recht naar voren en de Y-as naar links.

Ten opzichte van deze asgssenkruisen worden de vol-
gende traagheidsmomenten en —producten gedefinieerd:

Iys = treagheidsmoment )  van de berijder, het

_ . frame—~ en achterwiel-
I, = traagheidsmoment i cedeclte, ten opzichte
Ixya = traagheidsproduct van assenkruis Cg X Y Z

Iy = trasgheidsmoment ) van het voorwiel-,
stuur~ en voorvorkge-—
deelte ten opzichte van
I,y = traagheidsproduct ) assenkruis Cy X Y %

I,y = traagheidsmoment 3

Omdat de assenkruisen met de desbetreffende gedeelten
van de fiets meebewegen, zijn de grootheden Iy, Ixy, enz.
tijdens de beweging constant.



« = the angle between the steering axis and the line intersecting the rear
wheel plane (rear frame plane) and the ground plane.

v = the angle between the steering axis and the line intersecting the front
wheel plane with the ground plane.

[ = the angle between the lines intersecting the front and rear wheel plane
with the ground plane.

(e

= the angle between the front wheel plane and the vertical.

Relationships exist between these parameters, some of which can be derived
using the well known formulas from the spherical trigonometry (see Fig.4)

sin
tand = cota b +cos tane (3)
cose
sin 8 sina  sinvy
ind — cosd "~ con (4)
sin cosd  CcosE

In order to determine the dynamic properties of the bicycle, the following axes
that move with the bicycle will be introduced:

1. coordinate system C, X Y Z, connected to the rear frame, with the origin
C,, located in the combined centre of gravity for the rear- wheel and frame
and the rider.

2. coordinate system C,, X Y Z, connected to the rotatable front frame with
its origin C, located in the combined center of gravity for the front wheel,
front fork and handlebars, in other words all the components that, upon
rotating the handlebars rotate also move accordingly.

The orientation of these two local coordinate systems is such that when the
bicycle is in the upright vertical position with the handlebars facing forward,
the Z-axis is pointing vertically upwards, the X-axis points forward and the
Y-axis to the left.

The following moments of inertia and product moments of inertia are defined
with respect to these local coordinate systems.

I = moment of inertia ) of the rider, the rear frame and
I.q = moment of inertia ) rear wheel, with respect to the
I..« = product moment of inertia ) coordinate system C, X Y Z
Lo = moment of inertia ) of the front wheel, handlebars
1., = moment of inertia ) and fork, with respect to the
I, = product moment of inertia ) coordinate system C, X Y Z

Since the local coordinate systems move together with the concerned parts,
the values for Ixa, I, etc, do not change when the bicycles moves.
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De plaats van de beide zwaartepunten Cj en Cy wordt
gegeven door hun afstand tot het grondvlak hy en hy en door
de afstanden u en a respectievelijk tot de verticalen door
de steunpunten van achter- en voorwiel, met dien verstande,
dat hy, hy, u en & gemeten worden aan de fiets in verticale
stand met stuuruitslag = o, zodat hg, hy, u en a constanten
zijn, evenals f (= de horizontale afstand van Cy tot de
stuuras -)

Wel variabel zijn gedurende de beweging alle hoeken

©s8 s s X s f o € en § ), de afstanden p en g en

de wielbasis b, evenals de cobrdinaten x en y van het
steunpunt van het achterwiel. _

In het wvervolg zullen echter slechts kleine afwij-
kingen van de rechtvooruitgaande beweging van de fiets wor-
den beschouwd. Dit betekent, dat aangenomen wordt, dat & ,
Cs/8 5 ¥ & en J oneindig klein van de le orde blijven

Het zal blijken, dat in dit geval de variaties van & .0
P s 4 en b oneindig klein van de 2e. orde zijn. Noemt men
n.ls X, de waarde, die ox en}’ hebben als 5 =¥ = O en
stelt men

0<er0+ 4 K (5)
en)y'=X,+ AJ

dan leidt men af uit verg. (4), indien men oneindig kleinen
van de 3e., orde verwaarloost: _ ‘

sin (%, +a &K )cos € = sin (X, +A7) cos &
(sin K o COSAX + coS X sinaX) cos & = (sinXo cosdf +

cos KX, sinapy) cos 3

( A X2 | ) £°
( sinexy (1 - 5 + )+ coso g (A= )) (1 5 +o0)
(. 42 . ) £2
(sin X, (1 = ———+.1) + cosx (Z.\L-}’-—‘-")> (1 =5 +)
AX wAY = Y2 tg o (£2-82) Lo i v i e v (6)

Noemt men Hy dat punt van de stuuras, dat in het
grondvlak ligt, wanneer de stuuruitslag, dus ook /3 = 0 , dan
zal in het algemeen, indien Sen & # ©zijn, H, een zekere
afstand onder (of boven) het grondvlak komen %e liggen. Deze
afstand kan men uitdrukken achtereenvolgens ind )  en p en
in A X en q en deze uitdrukkingen aan elkaar gelijk stellen.
Zo vindt men, als A en4 ¥ oneindig klein zijn:

i



The position of the two centres of gravity C, and C, are given by their
distance to the ground plane h, and h, and by the distances v and a to the
vertical lines through the rear- and front wheel’s contact point respectively,
measured under the condition that the bicycle is placed in the vertical upright
position with the handlebars in the straight ahead position, such that h,, h,, u
and a are constants just like f (= the horizontal distance from C,, to the steering
axis).

All the angles (0, 3, ¥, «, v, €, and §), the distances p and ¢ and the
wheelbase b, as well as the coordinates x and y of the contact point of the rear
wheel are variable during the motion.

In the following only small deviations from the straight ahead motion will
be considered. This means that it is assumed that when y, 6, 3, ¥, € and
d are infinitesimally small they remain 1%¢ order! It will become evident that
infinitesimally small variations in «, v, p, ¢ and b are of 2°¢ order. Namely if
«p is the value that o and v have when § = ¢ = 0 and putting

a =ap+ A«
7 =+ Ay ©)

then from equation 4/ and provided that infinitesimally small values of the 3™
order are neglected, one can deduce that:

sin(ag + Aa) cose = sin(ag + Ay) cosd
(sinagcos Aa + cosagsin Aa) cose = (sin g cos Ay +

cos o sin Ay) cos §

2 2
{sin (1 — ATa + ... )+ cos(Aa— ... ) H1— % +..)=
Ar? 52
{sin (1 — 77 + .. )+ cos(Ay — ... )1 - 5 + )
Ao — Ay = %tan ap(e? — 6%) (6)

If Hy is the point along the steering axis at which the steering axis intersects
the ground plane when the handlebars are in the forward position (and thus
3 =0), then in general, if 5 and € # 0, Hy will lie a certain distance below (or
above) the ground plane. This distance can be expressed in terms of Ay and p
and in terms of A« and ¢, and these two expressions can be equated. Thus for
infinitesimally small Aa and A~ it is found that:
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pA(Y: QA,O( L I B R R T B (7)
Uit verg. (6) en (7) lost mem op:

A == R x Y2 tgxe (£ 2 =d?)
1-7 (8)

£ 2
Al :.-_qq_pxi/z g, (¢2-d7)

Verg. (3) véreenvoudigt zich, indien men oneindig
kleinen van de 3%e, orde verwaarloost tot

S B0t E « v v e e e e e e (9)

Vult men vergelijking (9) in in vergelijking (8) en
stelt men q - p = b, dan wordt: ,

AO(:.-—%- (£4 -+1/25200t0<) e v e o .« (10)

AF=RER (68 #2682 cobx) o v v v . . (11)

In de vergelijkingen (9), (10) en (11) zijn met o ,
b en p die waarden bedoeld, die deze grootheden hebben, in-
dien 2 = 0 . Dit is ook in alle volgende vergelijkingen
het geval. De hierdoor ingevoerde fout is oneimndig klein
van de 2e. orde ten opzichte van de andere termen van deze
vergelijkingen. In het vervolg wordem als onafhankeli jk

~variabelen, die de beweging karakteriseren, gekozenx, ¥y,

0, & en 4 , en als constanten van de fiets: Tgy Tys Py Dy
cot Xy Iyps Tpas Ixzas IXV’ Lzvs IXZV en dermassa's My enly

van respectievelijk het voor~ en achtergedeelte van de
fiets met berijder. Tenslotte zal ook nog gebruikt worden
het traagheidsmoment van het voorwiel Iyy en het achter- .
wiel I, om hun respectievelijke assen,

De bewegingsvergeli jkingen.

Bij het afleiden van de bewegingsvergelijkingen kan
in het onderhavige geval met vrucht gebruik gemaakt worden
van de methode van Iagrange, omdat hierbij het achteraf
elimineren van de reactiekrachten, die véér- en achterge-
deelte van de fiets op elkaar uitoefenen, wordt vermeden,
eyenals het uitdrukken van de versnellingen in niet-carte-~
sische codrdinaten.

Door twee opmerkingen vooraf te maken, kan bij het

opstellen van de vergeli jkingen van Iagrange het rekenwerk
vereenvoudigd worden.



PAY = gAx (7)

Using equations [0/ and [7 one solves:

Ao = —qf;p%tanao(g—cp)
1 ©
Ay = —ﬁitanao(g—(p)

If all 3' order (and higher) terms of equation[3 are neglected, it can be simplified
to:
0=pfcota+e (9)

Placing equation 9l in equation 8 and taking ¢ — p = b then:

Aa = (eB+ %ﬁz cot o) (10)

+ =i

Ay = b p(eﬁ—l—%ﬁQcota) (11)

S

In equations 9, 10/ and [11, the values for a, b and p are the value that these
variables have when § = 0. This will also be the case in all the equations still
to come. The error caused by these assumptions is of 2"¢ order with respect
to the other terms in the equations. From here on, x, y, ¢, €, and 3 will be
chosen as the independent variables that describe the motion of the bicycle.
Tay Tws Py, 0, cOta, Ina, Loy Ipza, Ixv, Isw, Izsy and the mass’s M, and M, of
the front and rear part of the bicycle with rider are all constants of the bicycle.
Finally, the moments of inertia of the front wheel I, and rear wheel I,,,, about
their respective axles, will also be used.

4 The equations of motion

The lagrange method can be used for the derivation of the equations of motion.
This is possible because retrospective elimination of reaction forces, that the
front and rear frames exert on each other, can be avoided and likewise the
expressing of accelerations in non-cartesian coordinates can also be avoided.

By noting two points in advance, the calculation work for the formulation
of the Lagrange equations can be simplified.
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Ten eerste kan men zich ontdoen van de codrdinaat x
en de hieruit volgende vergelijkingen van Lagrange.

In de richting van de X-as werken slechts krachten,
die oneindig klein zijn van de 2e orde, n.l. de componen-
ten in X~richting van de oo kleine reactiekrachten in het
grondvlak, loodrecht op de snijlijnen van de wielvlakken
met het grondvlak. De versnelling en de variaties van V,
de snelheid in X-richting, zijn dus « klein van de Ze.
orde. De term ¥2 MV ken men dus bij het opstellen van de
bewegingsenergie voor de vergelijking van lagrange wegla-
ten. Hetzelfde geldt voor de rotatiesnelheden om de Y-assen
die ook oneindig klein zijn van de 2e. orde, hetgeen onmid-
dellijk volgt uit vergelijkingen (10) en (11).

Ten tweede kan men de gyroscopische momenten ten
gevolge van de draaiende wielen beter als uitwendige momen—
ten, dus in de arbeidsco&fficidnten, verwerken, dan deze
invloed als rotatie-energie invoeren in de bewegingsener-
gie T, Bij het berekenen van T zullen dan ook de wielen be-
schouwd worden alsof zij star aan het deshetreffende ge-
deelte van de fiets verbonden waren.

Nu zullen wij overgaan tot het uitdrukken van het
arbeidsvermogen van het rijwiel T in de codrdinaten y, ©,

Een 3 .
T = Tza + Toa + TZV + TOV - - . (] . . . » . (12)
T, = arbeidsvermogen van beweging van het achter-

gedeelte van de fiets ten gevolge van de
translatie van het zwaartepunt daarvan;

il

arbeidsvermogen van beweging van het achterge-
deelte ten gevolge van de rotaties om het
zwaartepunt daarwvan.

T,y en Doy z1jn de overeenkomstige grootheden van het voor—
gedeelte (stuur + vork + voorwiel).

In fig. 5 zijn de snelheden getekend waaraan Cg het
zwaartepunt van het achtergedeelte deelneemt; in fig. 6 de
-snelheden van Cy; in fig. 7 en 8 zijn de rotatiesnelheden
getekend van respectievelijk het achter— en voorgedeelte
van de fiets.

Aan de hand van deze figuren verifieert men gemakke-

1ijk de volgende uitdrukkingen (grootheden van de 4e orde
verwaarlozend) :

Tpo = Y2 Mg (¥ +bhaé +u 0)2 . .. ... (13)

2

52 v . N +
Tog = o Ixa(C + 2 Iza,e + Iypa €O oo W (15)



First, one can eliminate the x-coordinate and the resulting Lagrange equa-
tions|sic].

Only infinitesimally small forces of 2°¢ order work in the direction of the X-
axis. Namely the components in the X-direction of the co small reaction forces
in the ground plane, perpendicular to the lines intersecting the wheel planes
with the ground plane. The acceleration and the variations in V', the velocity
in the X-direction, are thus oo small of 2 order. The %M V2 term can thus
be omitted when formulating the kinetic energy Lagrange equation. The same
applies to the rotational speeds about the Y-axes, which are also infinitesimally
small of 2" order, as can immediately be seen from equations [10 and [11.

Secondly, it is better to process the gyroscopic moments, which are a result
of the rotating wheels, as external moments, thus as energy coefficients, rather
than as rotational-energy in the kinetic energy equation 7'. Thus for the calcu-
lation of T', the wheels will therefore be considered as rigidly attached elements
to the relevant parts of the bicycle.

We will now proceed by expressing the energy of the bicycle T in the coor-
dinates: y, 6, €, and (.

T = Tza + Toa + Tzv + Tov (12)

T., = the energy of the translational motion of the rear part of the bicycle as
a result of the translation of its centre of gravity.

Too = The energy as a result of the rotational motions of the rear part of the
bicycle about its centre of gravity

T., and Ty, are the corresponding values for the front part (handlebars + front
fork + front wheel).

In Fig.5 the speeds for which C,, the centre of gravity of the rear part, partici-
pates have been drawn; in Fig.6 the speeds of C; in Fig.7 and 8 the respective
rotational speeds for the rear- and front parts of the bicycle have been drawn.

With these figures it is easy to verify the following expressions (4" order
variables have been neglected):

1

Teo = SMa(+hat + uf)? (13)
1 . .

To = Mg+ f5+ (b—a)f + hye}? (14)
1 . 1 . »

Ty = 51;5&52 + 512(102 + a0 (15)
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Toy = Y2 Ixy (A coto(+f)2 + Y2 1, (ﬁ+é)2 +

Ty (BootX +& ) (g +©) oo u .. (16)

De potenti¥le energie berekenen wij door de gzakking
van de zwaartepunten in de gekozen cobrdinaten uit te druk-
ken. Uit fig. 3, met behulp van de vergelijkingen (9), (10)
en (11), vinden wij, dat Oy daalt:

T A X+ 1/2 ha(fz = ___'E%l__ (5‘6 + 1/2ﬁ 200t0() + 1/2ha£2

en dat Cy daalt: ‘
aays Y2 nyd 2= o BBRIes L 8 Poopar) o
Y2 hy (€ +3 cot X )2

zodat de potenti&le energie bedraagt:

Bpot = - ey (B (£4+ Y24 %00t x ) + Y2 ny & 2]
- gl E - iﬁ%ﬂﬁ_(fﬁ + Y24 Zcot o)+

}/Zhv(é’Jrﬂcoth)zg...................(17)

Bij een willekeurige wverplaatsing wordt echter ook
nog arbeid verricht door de reactiekrachten Py en Py in het
grondvlak, loodrecht op de snijlijnen van achterwielvlak
met grondvlak en voorwielvlak met grondvlak. Deze krachten
beletten het zijdelings slippen van de wielen.

Dan zijn er nog de gyroscopische momenten Mgy, My,
Mxg en Myg; respectievelijk werkend op het voorgedeelte om
X- en Z-as en op het achtergedeelte van de fiets om X en
Z=as. ' .

Bedoeld zijn hier de op blz. 6 beschreven assenkrui-
sen, die met de fiets meebewegen. Indien de hoeksnelheden .
van de wielen «w y encw g oneindig groot zijn ten opzichte
van de hoeksnelheden £ 4 3 , © en ¢ bedragen deze
nomenten (zie fig., 9 en 10):

N[X-V = IVV.V (/l) v ( @ + /@ ) L (18)
MZV = Tyy W v (/3 cot X + & ). ¢ s s s e @ (19)
MXEL = IVVa, w a, é . . L TS . - e 2 o . (20)

Bﬂza = IW& a.) a£ » . . . ¢ - . . . - . .- (21)



1 . 1 .
Tov = 5111)(6 cot av + 5)2 + 5121)(5 + 0)2 +

Lozo(Bcota+ &) (6 +0) (16)
The potential energy can be calculated by expressing the drop in height of

the centers of gravity in the chosen coordinates. From Fig.3 and with the help
of equations 9} 10 and [11/ it is found that C, drops by:

1 pu 1 1
A - 2:7 ~ 132 - 2
UAo + 2ha€ a (eB8+ 2ﬁ cot @) + Zhae

and C,, drops by:

— aly + %hU(SQ = —@(Sﬁ + %62 cotar) +
%hv(s + Beot a)?
such that the potential energy is:
Epot = —gMa{%(eﬁ + %52 cot a) + %haEQ}
QMU{*@(&B + %52 cot a) +
1hv(a—i—b’cota)z} (17)

2

However during any arbitrary displacement work is also performed by the reac-
tion forces P, and P, in the ground plane, perpendicular to the lines intersect-
ing rear wheel plane with the ground plane and the front wheel plane with the
ground plane. These forces prevent lateral wheel slip.

There are also the gyroscopic moments M,,, M,,, M., and M,,, respec-
tively operating on the front part of the bicycle about the X- and Z-axis and
the rear part of the bicycle about the X- and Z-axis.

The on page 6 described local coordinate systems that move with the bicycle
are the ones meant here. If the angular speeds of the wheels w, and w, are
infinitely large relative to the angular speeds ¢, 3, 6 and ¢ then these moments
are (see fig.9 and 10):

Myy = Iyywv (§+5) (18)
M,, = I, wv (6 cota + €) (19)
My, = Ipqwal (20)
M, Tyo wac (21)

10
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De arbeidsco8fficidnten in de vergelijkingen van la-
grange luiden dus: .

o(y = + Pa + Pv = Pa + PV‘ o & ¢ ® o ¢ » o (22)

_ Q .
Xy = = E%QI—&- WPy + Mga + Mgy = bPy + Iya wa & +
IWVU‘)V (ﬁ CO‘t 0< + 5 ) * s a4 58 B e 4 e v & (23)

O Epot -
g(fz_..—é-g@—-—w[xv—llea:gma (E%‘ﬁ +hg ¢ ) +

My éh,v( & +/300t¢() __?_(_%;"_Pl/j % - Tyy 2y (@4—[))

"‘Iwabuae * ® @ B 8 » 8 ® + 2 & a e e s ®w (24)

I

PY: A E
(E+/3 cob & ) + g ghv(f +/8 cobX Yoot X -

(/;’oot X + &) - o v (6+/6’ Yeot X o « o o o(248)

Tu kunnen wij dus overgaan tot het opstellen van de
vergelijkingen van lagranges:

a Op Oz

T 5y "0y T Xy

a Jr D :
@ Ve De -

i
<
b)

eNZ.

De tweede termen in deze vergelijkingen zijn alle
= 0, omdat in de uitdrukking voor T alleen de fluxies der
cobrdinaten voorkomen en niet deze cotrdinaten zelf.

Tenslotte vindt men dus:




The virtual work coefficients in the Lagrange equation are thus:

oy = —a]gz"t +P,+P,=P,+P, (22)
ay = —% +bP, + M,, + M., = bP, 4+ L qwqe +

Lypwy (B ot o+ €) (23)
or = I My My = oM (PR 4 ) +

oMy {h(e + Beota) - I gy b4 )

—Iwawaé (24)
ag = —agg“ —pP, + M, — Mm% = M, 5>

(e + Beot ) + gM,{h,(e + B cot ) cot @ —

—@(6 + Beota)} — pPy + Lyywyx

(Bcot a+ &) — Lyywy (0 + 3) cot v (24a)

It is now possible to proceed with the formulation of the Lagrange Equation:

dor or
oy oy
dor or
s o0 ™
etc.

The second term in each of these equations is = 0. this is because in each
of the expressions for T only the flux of the coordinate appears and not the
coordinate self.

Finally one therefore finds:

11
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c?
3

|

- Mg (y+hs & + U 2 )+Mvg§ v 28 +(b-a)é+hv5% =

=
c/
e

( a & & © 8 o & s @ oo.A‘ . ¢« e » ¥ o 25
Ay (25)

.

= Ma(§+haé+ ué Yyu iy §y+fﬂ +(b—-a)é+hvé g(b,a)

Q-J}QJ
oF

7
Aae

i

+IZa 9+ Ixzaf + IZV (ﬁ +6)+Ixzv(ﬁ CO'bQ("f"E )
_ O(@ L) L) * [ . . . [ . . . . . . o . ° N (26)

%? %i = Ma(jﬂhaé +u é)ha+Mv Ey-}-fﬂ +(b-—a)é+hvé§ h, +
Ixag +Ixzaé+IXv (/3 cot +a;f: )+Ixzv(/% +e) =
= d ¢ & & © ® e o & B e & » & ® 5 8 » (27)
£
d Lb T (,. . . “ V .
T -:7;- = Mv(y+f/6 +(b-a) & +h‘.rf gf-kIXV(/s 001.:174 + € )co’cﬁ +

Iov(A +8)+Igzy (26 cot X+F +© cot X ) =

::(."X - . L 3 [ L » . . [ L] . . L3 L 4 L] \d » * 28
’ (28)

Hierbij komen nog de niet-holonome voorwaarden, dat
zijdelings slippen van de wielen niet voorkomt:

Ve - § = 0 en
V(©+/3)—3'f—~bé+p/;’ = 0
waaruit men afleidt:
e;V/’ng/j R 1))

V=vVe=s—a= (U8 + D8 ) eweon.on. (30

Met vergelijkingen (29 en (30) kan men 6 en § invul-
len in de vergelijkingen (25) t/m (28), zodat Xy, Xg, Xe €n
X, 2ijn uitgedrukt in & en,; en hun afgeleiden naar de
tijd. Deze uitdrukkingen kan men mu substitueren in de wvol-
gende, uit vergelijkingen (23) en (25) afgeleide vergelij-

king:
]
o+ %)- X = glg -1%- (€ +4cotx ) + ngghv (& +7 cotx )ecot ¥

)
-E‘_%)_ﬂﬂ (& +gcota ) § + Ty Wy (b—zﬂf—%/jcotg()

P «
+ ElwaWaE .



d oT .. .. ..
= My(§j+ heé+ul) + M,{ij+ fB+ (b—a)d + h,E} =

dt oy
Qy (25)
d oT . . - . = - .
i Mo (§+ haé +ub)u+ M{§+ fB+ (b—a)d + h,e}(b—a)
Lol + Lozal + Ly (B4 0) + Lzy (B ot o+ £)
= Qp (26)
d oT . . - . - - .
T Mo (i + haé +ub)hg + M{§+ 5+ (b—a)f + hyé}h, +
I0€ + Ixzaé + [xv(ﬂ cot o + 5) + 1z (ﬂ + 0)
= a. (27)
d oT .. = - . “ .
%% = M+ f8+(b—a)d+ hyé}f+ Lyy(Beota+ &) cot G+

IZU(B + 9) + I:L’zv(ZBCOta + &+ 0cot a) =
= ap (28)

The non-holonomic conditions, that prevent lateral wheel slip, still have to
be added:

VO—y=0 and
VO+3) —y—bl+p3=0

from which one can deduce:

o - VEE (20)

v o= Vé:%(Vﬁerﬁ'). (30)

Using equations 29/ and 30, 6 and i can be substituted into the equations
25 through 128, such that oy, oy, a. and ag are expressed in terms of ¢ and 3
and their time derivative. These expressions can now be substituted into the
following equation that has been derived from equations 23| and 25[sic]:

g+ %ae = gMa%(E—FBCOtOé) + gMy{hy (e + Beot a) cot o
b b
= —@(Eﬁ—ﬁcota)}—i—fwvwv(#E—%ﬂcota)
= +%Iwawaéa

12
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wazruit P, en Py ge€limineerd zijm, en in vergelijking (24).

Dit geeft twee vergellg}*mgen met/x’ en & als onbe—~
kende functies. Gerangschikt naar &, & 5 & ?,3 R KS’ enss
zien deze twee vergelijkingen er als volgt uit:

(IxgtIxvt Bydig + bg ) & - e(hgla + byliy)E  +

f E (Tyza + Txov + U hally + /B - a/hyliy ) + Txav + Ixy cot

+ hvﬂf.[v 3 » + E IXZ& + IXZV + uhaMa + (b"‘“a) hVMV' +
b . P v .

>
E (hglty +heMy) L - T (uily + /b - 8 i) & - gflly +

<

vawv%+1wa¥’°a75 %ﬁ S P -2
E I

gIXZV + IXV'COt X + hvva + %’ (IXZa + IXZV + u.h.aMa + (b-—a) X
) 13 ( P [
hVM'V') )6-(IWVWV+‘B*(IWVqu+IwaWa) £ -
(b(uMa+[5—-__7MV)g+ng 36 +EIXV001‘,2(X+
2 pe | 2 2
2Igzycot X + Igy + My + 32— (Iza + Igy + ulla +/0-a/ M)
22 (1 4T cobx + [bea) fily 14 + 0T 4T t
+ 3 Ugy + Ixgycot X + [o- v §A8 * ( lzy T IxgvCot X

2
+ (b-a) My + Py +%- (Ipa + Igy + ullly + /b-a/ M, ) +

2 i

iy + [oe7it) J§ A+ (B + § ey )

(V2 ) | i o
—B——gcot%)+lwmv—b-cot¢< A = 0 « .« o4 o(32)

Dit zijn de op te lossen bewegingsvergeli jkingen,
die we kortheidshalve zullen schrijven als volgt:



from which P, and P, have been eliminated, and in equation 24l
This gives two equations with 8 and e as unknown functions. These two
equations, when classified according &, €, ¢, 3,0 and § look as follows:

(Ipa + Ly + ho® My + ho®My)é — g(ha My + hyM,)e +

{%(Ixza + Lpzo +uho M, + [b - a]thv) + Ipzy + Ipy cOt

+hvva}/8 + {I:cza + Izzv + UhaMa + (b - a)thv +

b+ V.
p(haMa + thv) + Tplwvwv + EIu}awa}gﬂ +

b
V2 o p
{(thv + haMa)T - Z(UMG + [b - a]Mv)g - ngv +

14 \%4
vawvz + Iwawag}ﬁ =0 (31)

k sk ok
{I:vzv + va cot o + hvva + %(Izza + Izzv + UhaMa + (b - a)

thv)}s - {vawv + %(vawv + Iwawa)}é -

{%(uMa +[b— alMy)g + fgMyte + {Iy cot? a +

2
2y cot o+ Ly + f2M, + %(Iza + Ly +u2M, + [b— a]?M,)

2 N
+?p(Izv + Ipzpcota+ [b—alfMy}5 + {0y + Lyzw cOt

+(b—a)fMy +pfMy + 2 (Lo + Ly +u? M, + [b— o’ M,) +

b
P VDU p
?(u]\/[a +[b— a]Mv)}gﬂ + {(?Ma + E[b —a]M,)
V2 v
(T —gcota)+ vawvg cota}f =0 (32)

These are the equations of motion that need to be solved, which can be written
in short as:
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oy + ag€+ a4/'jt+ a5 5 + 264 = O « o . . (33)

i

by £+ bp & + b3z& + b4/§+ b -3+ b@/i O v u (34)

De betekenis van de cosfficiénten aj t/m bg vindt

‘men door vergelijking van de vergelijkingen (33) en (34)
‘met de vergelijkingen (31) en (%32). _
Beschouwt men a] nader, dan ziet men, dat deze uit-

drukking voorstelt het traagheidsmoment van de gehele
fiets met berijder om de wielbasislijn, indien de stuur-
witslag = O is. Dit traagheidsmoment zullen wij aanduiden
met Iy » ZO kunnen wij ook de in agy a4 en_bl voorkomende
uitdrukking _

Typg + Ixzy + Uhally + (b-a) hylly = Iyy
stellem, waarin Iy, het traagheidsproduct is van de gehele
fidts met berijder tem opzichte van het assenkruis, dat ge-
vormd wordt door de verticasl door het steunpunt van het
achterwiel en de wielbasislijn, gemeten aan de fiets in
verticale stand met stuuruitslag = 0. (zie fig. 11 en de
daarbij behorende tabel). '

Zo vindt men:

Myhy, + Mghg = Sy |
My (b=-a) + Mgu = S,
Daarnaast voeren wij nog de volgende transformaties
in: o
‘ ) » . [ . - - » .(35)

= Igy + Iygycota + (b-a) o= Ing = Tapcote+ JfMy . .
e * & o o s . '(36)

De hierin voorkomende grootheden Igg, Ign, kK en j
zijn in figs 11 en de tabel daarnaast gedefimieerd. Men
- verifieert wergelijkingen (35) en (36) gemakkelijk met be-
hulp van fig. 11, waaruit o.a. volgi:

Ve

[

k= hV -~ f gin &X cos X en

i=b~-a-~- f‘sinZZX.
~ In deze notatie (zie fig. 11) worden de co&fficisn-
ten van vergelijkingen (3%3) en (34):



aié  tazetaftasBragBf = 0 (33)
bié 4 boé + bse +baff+b B+bsB = 0 (34)

The meaning of each of the coefficients a1 through bg can be found by com-
paring equations |33 and 34! with the equations 31 and 32.

Thorough examination of a; reveals that the term represents the mass mo-
ment of inertia of the complete bicycle with rider about the wheelbase line,
when the bicycle steering angle is =0. We define I, as this moment of inertia.
In a similar manner the expressions in a5, a4, and b; can be written as:

Loza + Ipzw + uhgM —a+ (b—a)h,M, = I,

in which I,z is the product moment of inertia of the complete bicycle with rider
with respect to the coordinate system that goes vertically through the rear wheel
contact point and wheel base line, when the bicycle is upright and the steering
angle is =0. (see fig.11 and its associated table).

likewise:

Lo+ Ly +u?M, + (b—a)’M, =1,
Myhy + Muhe = S,
M,(b—a)+ Myu=S5,

Furthermore the following transformations are also introduced:

A = I+ Icota+ h,fM, =1,scota+ Iy, + kfM, (35)

I = Lo+ Igpcota+ (b—a)fM, =14 — Iyncota+jfM, (36)

The parameters I, I,y,, k and j are defined in Fig.11 and the the associated

table. Equations/35 and 36! are easily verified with the help of Fig.11, from which
follows:

k = hy,— fsinacosa and

j = b—a-— fsin’a

Using this notation (see Fig.11) the coefficients in the equations [33] and 34
become:

14



al=1Ix3 @ap=03 az=-gj 84 =D = »%
P : )
v S, b1 b Py b ,
2 )
- Iwe , Iwa y X2 _ o &
ag = (8¢ + o+ ra,) g (b Sy + iy ) %
Y
P ) (37)
Mp+P I P Iwa | )
- SR AWV = =W
bp ==V |5 Ty 'y ra | %
P | )
b5—-g(gsz+ﬂ\ﬁv) |
0 )
by = 188 +-12-2-IZ+2%_[ )
sinX b ;
vVI[E P 7
bS”f[f I, + P (-ESZ‘{-:E‘MV)%/ :
b (ES + M, + LS cotiX)EE - a(gs + ?
6~ ‘b2 v Ty T E\pPz 3
fMV) cot X %

5., Afleiding der stabiliteitsvoorwaarden;

De vergelijkingen (33) en (34) lost men op door te
stellen: : '

fa aett . a(38)

A = BeAt . L2 s @ . [] . [ ) . . . . LI p(39)
gesubstitueerd in vergelijkingen (33) en (34) geeft dit:

(a1 \% + az) A+ (azu\2 tagA+ag) B=0O .o s . . (40)

(b1.>\2 + bo A+ b3) A + (b4 )\2 + bS/\+ bg) B =7 o ;(41)

Deze vergelijkingen hebben als algemene oplossing -
A=B=0,dus =& =0, dit is -het zuiver verticaal en
rechtuit rijden. Indien de vergelijkingen echter afhanke-
1ijk worden, zijn er ook andere oplossingen mogelijk. Dit
is het geval, indien de determinant der co&fficiénten =
0 is. o




a1 =1 as=0; a3=—-gS:; as=0b1=

p
7Izz A7
b +
\%4 b b b
as = — I:vz +pSz+ +prv7+BIwa7
b b Ty b Ta
Iw'U Iw(l V2 p
aG_(SJ?+ ™ + o )T_g(gsz"_va)
blza4:%1’m+A (37)
by = —V b"’plwv_'_glwa
b r, b ry
by = —g(} S + FM,)
I, p? P
by = , —1 2—T
* sin204+b2 =t b
_Vip p
b5— b bIz+p(sz+va)+F}
p Ly v? p
be = (LS. + £, ta)-— —g(Ls.
o= Bt pat+ 222 cona) i — g +
fM,) cot «

5 Derivation of the stability conditions
The equations [33/ and 34l are solved by taking:

e = AeM (38)
BeM (39)

substituted into equations 33| and [34 thus gives:

(a1 A? + az)A + (agX? +as\+ag)B = 0 (40)

(D1 A% + boX + b3) A+ (baA® + bsA +bg)B = 0 (41)

The general solution to these equations is A = B = 0, thus § = & = 0 which is
the solution for the perfectly vertically upright and straight ahead motion. How-

ever if the equations become dependant then other solutions are also possible
as is the case for when the determinant of the coefficients = 0.

15
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a'l/\2 + az a4)\2 ¥ as A+ ag
, ' : T = 0
bl/\,2 + boA + b3 by A2 + b5“/\+ g
Uitgeschreven:

'(a1b4 ~ bya,) P (abs ~ biag - b2a4))\3 +

(a1bg + azbs — agby = bpag - b3a4) A i

(asbs = bpag - bzas) A + (azbg - b3ag) =0 . . .. (42)
Deze vergelijking is identiek met vergelijking (2):

0(0)\4 +f>(1’.\3 +O<2’\2 +Xg A+ X,y = O ... ¢ 2)
Met een blik op vergelijkingen (38) en (39) over-

tuigt men zich ervan, dat voor stabilitelt noodzakelijk

is, dat de reéle gedeelten van de vier uit vergelijking

(2) volgende waarden van A negatief zijn. De nodige en

voldoende voorwaarden voor het negatief zijn van de wor-

tels van een vierde machtsvergelijking luiden nu in de hier

gebruikte notatiess:

& o = @1 by — biay A

X 1 = 81bs - bjas - bpag ) O

azbg - boag - b3zag )O

3=
X 4 = 33P6 = D386 )0 -

' X X
<'X2=a1b6+a3b4—bla6—bga5—b3a4>o?§-;)(o+é_(.%_ ()(4

Substitueert men in bovenstaande ongelijkheden de
coéfficidnt aj t/m bs (zie vergelijking 37), dan vindt men
de -ongeli jkheden (43) t/m ¢7) van de volgende paragraaf.

Conclugies, die uit de stabiliteitsvoorwaarden getrokken
‘kunnen worden. :

Voor het stabiel zijn van de rechtlijnig vooruit-

- gaande beweging van een rijwiel met een sitar aan het frame
verbpnden, niet bewegende berijder, die het stuur niet
aanraakt, moet voldaan zijn aan de hierna volgende vijf
voorwaarden (43) t/m (47). De betekenis van de daarin

- vqorkomende—symbolen is geheel na te gaan aan de hand van
. fig. 11 en de daarnaast voorkomende tabel.




al)\Q +0J3 CL4>\2 +a5)\+a6

bl)\2 + bo\ + b3 b4>\2 + bs A + b6
expanded:

(a1bs — brag)\* + (a1bs — bras — baag)A* +
(a1b6 + aszbs — agb; — baas — b3a4))\2 +
(azbs — baag — bzas)\ + (asbs — bzag) =0 (42)

This equation is identical to equation [2:
apM + N+ A2+ azsh+ay, =0 (2)

Upon viewing the equations [38 and [39, one is instantly convinced that it is
imperative that the real parts of the coefficients of A in equation 2 be negative
for stability to occur upon. The necessary and sufficient conditions for ensuring
that the roots of the fourth order equation are negative can now be written, in
the notation as used above, as follows:

ay = a1by —biay >0
o = a1b5 - b1a5 - b2a4 >0
a3 = asbs —bsag — bzas >0
ay = aszbg — bzag >0
Qs (65}
as = aibg + asby — biag — baag — bsag > —ag + —ay

851 Qs

When one substitutes the coefficients a; through bs (see equation 37) into the
above inequalities, then the inequalities 43 through 47, of the next chapter, are
found.

6 Conclusions,that can be drawn from the sta-
bility conditions

The following five conditions, 43| through 47, must be fulfilled for the straight
ahead forward motion of a bicycle, with a non-moving rider that is rigidly at-
tached to the rear frame and not touching the handlebars, to be stable. The
significance of the symbols that appear in the equations can be determined using
fig. 11 and its accompanying table.
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C2 1, Ilas P2 EZ_ | IXZ —IXZ ot -‘a“*”
o= Ixg [S + = (IX )+2 (1-£2%c %)%

ingx Ix b<
(3- Ixz x) - 7
\ Ix P Ixz\Ian P 7
+ D g —5—2 (cotOH—IX )I o
29 ‘ |
—_—%——})C’ e e e e e e (83
I, _
o I 12 bSx A |, bfMy, P Ix2 X
S A
Iag " (3 Ix ) v _ (CO'EO( + Ixz )Ian +
Ix Iy Ix

| P Iz Sz Ixz _ las | lan, 'b v

>3 e e . C e . (45)

o 2[5z P, fMy S5 P fMy y _

| = ke[ (G5 + B (cova - 2§ - )

| | 2

(Lyry _ Sz B va Iwa ) V& l
(TySy 00T & (57 " 5 )(rvSX Tase ) ) e




&%)

aq

Qs

Qg4

I

sinzaz b
) (-7 - IIIj k)vap

1 I, p? I
+72(37]x2

— 2(cot «

I, b
A2
E] >0
I I? A
[z[(i _zZ _ @7

I, I,
P S.  bSi L) V
w2\1, I, I,

va Iw
LS. [(1+ +

Ias (.7 - Ia:izk)va
ot

— (cota +
cot «
1

b>

a

1— —cotaw

)

oSz TaSz

p IZ Sz Izz (j TS, I
(- Seleey VTS ey

Ip:
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_:E_ (g& _ IXZ - Iwv IW& Iy Lya .
b (8x Ix (rvSX * I’aSX) Sy T (LraS ),x -

rySy raSX Ix bSx b rTySx’ ‘rv IX
£y | o | @B feora-
@S (e B Beel g
> %O(o +—%—i—-% Ky SRR (47)

Vervangt men in deze ongelijkheden alle grootheden
door hun getalwaarden (zie fig. 11), dan vindt men:

X = 32,1 kgm* ,) o3 Xi1= 110’% k82m4sec'~1> O3

2 ' - 5
Kz = (762%—— - 672) I xglmtsec 3 >0_' :
: (48)

| ) |
X4 = (7230 = 2310 1) kg2m4sec“‘f> oF

o o
Xp = (1090 L= - 1145) kefm*sec 2y X5 o+

X1 : .
_ )
X3 )
) N
g i

Men ziet, dat er een bovengrens VOOr 355 volgt ul’
X 4><j s Nele %é\/ 3,13 en een benedengrens ult“B} O_ BN
n.l, %‘é/\’ 0,88.

Om echter aan de voorwaarde voor X2 -bevoldoen, o ‘




Qa2

S, ] I I 1 I
I S Tz wv wa \tzz 1 wa
5 5 L Gt tAtns)
b+pr’U p IU)(I fMU I’UJ’U
i t o —
( o Ip o Te Iy I Se s,
I’U)’U Iwa A IIZ b+p I’U)’U b+prU
1 —
( +rvSm TaSz)Iz (bS + b ’I"USI)( To Ia:
p I’wa V2 pS fM
Ll T —
Ta Ia: )] b "LSIg[(bS S ){COtOé
pILEZ A Ias p Iz p I
2(% el QUE L ST S L
G T e T T
a3 aq
> — Q) + — Oy
(05} Q3

(47)

If all the parameters in these inequalities are exchanged for there numerical

values (see fig.

11), then one finds:

-1

v
ar = 32,1kg’m* > 0; al—llozkgmbec > 0;
V2 Vv
ag = (762b— —672)— A kg?misec™® >0
v? —4
ay = (7230 — 2310[)—) kg?m*sec > 0; (48)
V2
az = (1090— — 1145) kg’m?sec™2 > %ao +
bg oy
(63}
Loy
Qa3
It thus follows from a4 > 0 that there is an upper limit for 2, namely,
%; < 3,13 and from a3 > 0 it follows that the lower limit is ‘b/—; > 0,88.

However to fulfill the condition for as,

18
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moet ——-> 1,71,
bg 72
Indien dus 3,13 ) L= » 1,71 of 21,6 kn/u ) V) 16 km/a

is aan alle vijf voorwaarden voldaan en in dit snelheidsge-—
bied is de fiets van fig. 11 dus stabiel.

Om de grootte en de aard van de onstabiliteit buiten
voornoemd snelheidsgebied te onderzoeken, beschouwen wij de
vergelljkings: '

KN ey NP oA XA L Xy =0 L (@)

Deelt men alle cogfficiénten door Xy, dan verkrijgt
men:

N+ 2,63 %,xa + (34 %g ~ 35,8) A"+ (23,7 %g - 20,9)%;X |

Ve

"4+ 225 - 72 bg'

=0 00 e e e e e e e e s (49).

Voor elke waarde van V kan men de bijbehorende wor-
tels van vergelijking (49) bepalen. Dit levert fig. 2 op,
‘welke reeds in Par. |3 Dbesproken is.

Het is dus vrij eenvoudig om met behulp van de onge-
1ijkheden (4%) t/m (47) de stabiliteitsgrenzen en het dyna-
nisch gedrag van een willekeurige fiets te bepalen. Maar,
wij willen meer, Wij willen weten welke maatregelen wij moe-
ten nemen om b.v. de onderste stabiliteitsgrens van een be-~
paslde fiets omlaag te brengen en nog liever een antwoord op
de vraag: "Hoe moeten wij de afmetingen van de fiets kiezen
om het gunstigste resultaat te verkrijgen voor een bepaald
doel oW -

De ongelijkheden (43) t/m (47) zijn echier veel té
onoverzichtelijk om er zonder meer algemene conclusies uit
te trekken. Wel is het mogelijk om na te gaan hoe de stabi-
liteitsgrenzen veranderen als men van een bepaalde fiets
één ding leat veranderen, b.v. het traagheidsmoment van het
voorwiel Iw. Door deze verandering worden b, X y J, h, Iy,
§ = enz, niet of slechts weinig beinvlioed. Voor al deze groothe-
§ den kan men dus de getalwaarden uit fig. 11 invallen, terwijl

' men voor Igg als goede benaderimg kan schrijven:

Ing = Y2 Iy + (r cosix = p sin )2 My + Ig

Sg

' Mw . ) .
en ™ — - -
voor f Mv‘(r cot X - p) ﬁ;fﬁizji




V2
o> LT

Thus if 3,13 > %g > 1,71 or 21,6 km/h > V > 16 km/h then all five
conditions are met and thus in this speed range the bicycle from fig. 11 is stable.

In order to investigate the size and nature of the instability outside the above
mentioned speed range we consider the equation:

Oéo)\4+041)\3 +a2)\2 +agA+as =0 (2)

If all the coefficients are divided by ag, then we get:

1% V2 V2 1%
A\ 2,63—\3 4 (34— — 35,8)A% + (23, 7— —20,9)—\
+2,63 + ( by 7)+(,bg 7)b
V2
225 — 72— =0 49
+ b (49)

For every speed V' the corresponding roots to equation 149/ can be determined.
This enables figure 2 to be drawn, the results of which were already discussed
in chapter 3.

It is thus relatively easy to determine the stability boundaries and the dy-
namic behaviour for an arbitrary bicycle using the inequalities 43! through 47.
We want to know which measures we have to take to, for example, reduce the
lower stability boundary for a certain bicycle, and more importantly we would
like an answer to the question: “How should we choose the dimensions of the
bicycle such that it best fulfils a certain goal 7”

Unfortunately the inequalities 43| through |47 are to obscure to be able to any
extract general conclusions. However it is possible to determine what the effect
of changing one thing for one specific bicycle has on its’ stability boundaries.
For example the mass moment of inertia of the front wheel I,, can be adjusted.
As a result of this change b, «, j, h, I, etc. are only influenced only slight bit
or, not at all . One can fill in a numerical value for each of these parameters
using Fig. 11, whilst for I,s a close approximation can be made by writing:

1
I, = 5Iw+(rcosoz—psima)QJWw+Is
M, Ss
and for f = MU(TCOtOé—P)_m
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Men-ﬁerkrijgt‘zodoendeér
X o= 16,1 + 65,6 Iy >0

g

o \
(92 + 42Iy) T ) O

.

L

. ‘ b
> 0
Xy = 7230 - 9440 Ty 37 )
| ¥2 |
A g = (604 + 1955 Iy) 7 - 1015 - 538 IW>

"4 X
X3 1,
(Xl O<O+‘ 0(3 X4-

)
?
X5 = E(sleo_xw + 212 18) %-— (574 + 404 1)y % (50)
)
)
)
|
)
|

i

Aan de eerste twee ongelijkheden is altijd voldaan.
De drie andere ongelijkheden geven in een V -~ Iy diagram
een 1ijn aan, die het diagram verdeelt in een gebied, waar-
in wel, en een gebied, waarin niet aan de betreffende ge-
lijkheid is voldaan. ' : o _

Tn fig. 12 zijn deze lijnen gegeven. De "“verboden"
zijde van de lijnen is gearceerd. Men ziet, dat de grenzen
van het toelaatbare gebied worden gevorgg door de verge-
lijkingen X4 = 0 (bovengrens) en X 2 =é;%— Ko +

X1
X3

(X, (ondergrens).

Maakt men het traagheidsmoment van het wiel groter,
dan dalen beide grenzen; maakt men het kleiner, dan stij-
gen de grenzen Vrij snel., S R ,

Tn Par. 3 hebben we gezien, dat de bovengrens niet
zo belangrijk is, omdat de optredende instabiliteit daar-
boven zeer gering is. Het is daarentegen voor langzaam
fietsen wel van belang, dat de ondergrens laag ligt. Het
is dus gewenst het voorwiel van de fiets niet te licht te
maken, indien men gemakkelijke bestuurbaarheid bij lage
snelheden verlangt. _ .- S '

Op geheel dezelfde wijze zijn in fig. 13 de stabi-
liteitsgrenzen als functie van de naloop P getekend, en
wel voor drie waarden van de stuurashelling K e »

Tn dit geval brengt verkleining van B/b de stabili-
 teitsgrenzen omlaag en naar elkaar toe. Hetzelfde effect
heeft verkleining van cot ¢ . Door de naloop te verkleinen
tot % tot 5 cm en cot X tot O,1 (@it is een bijna verticale
stuuras), kan men de onderste stabiliteitsgrens van 16 tot
minder dan 11 km/u terugbrengen. S R



One therefore obtains:

ag = 16,1465,61, >0
1%
= (92442L,)5 >0
N 1%
az = [(3160I, + 212]10)@ — (574 + 4041,)] &
V2
ayg = 7230 —94401,— >0
bg
V2
as = (604 + 1955IW)E — 1013 — 5381, >
%Oéo + EOM
(651 Q3

The first two inequalities are always satisfied. The three other inequalities each
produce a line in a V - I, diagram, dividing the diagram into a region that
does, and a region that does not satisfy the concerning equality.

The lines are given in fig. 12. The “illegitimate” side of the lines has been
shaded. One sees that the boundaries of the allowable region are formed by the
equations ay = 0 (upper limit) and ag = g—i’ao + z—;a4 (lower limit).

If the mass moment of inertia of the wheel is increased, then the boundaries
decrease; if it is made smaller, then the boundaries rise quite rapidly.

In chapter 3 we saw that the upper boundary is not that important as the
instability caused above this boundary is very small. On the other hand, for
cycling slowly, it is important that the lower boundary lies low. Therefore it is
desirable not to make the front wheel of the bicycle to light, if one desires easy
control at low speeds.

In a similar manner the stability boundaries as a function of the trail p and
for three values of the steering axis slope a have been drawn in fig. 13.

In this case decreasing ¥ pulls the stability boundaries down and towards
each other. Reducing cot a has the same effect. By reducing the trail to 3 to 5
cm and cot o to 0.1 (this is an almost vertical steering axis), the lower stability
boundary can be reduced from 16 to less than 11 km/h.
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Dege veranderingen zouden echter het stuur %35 cnm
naar voren brengen en hieraan kan moeilijk tegemoet worden
gekomen door het stuur naar achteren te verlengen. Twee
andere eisen, die men uit de ongelijkheden kan afleiden,
zijn n.1ls, dat het traagheidsmoment van het stuur (met
vork, zonder wiel) om de stuuras 2o klein mogelijk moet
zijn en dat het gwaartepunt van het stuur niet te ver naar

‘achteren mag komen te liggen.

Bij het afleiden van de hiervoor genocemde conclu-
sies is verondersteld, dat wijzigingen van het stuurvoor-
wielgedeelte geen invloed hebben op de grootheden Ix, Ixgs
Iz, S, Sz, u, h, j, k en M. Dit maakte de berekeningen

vrij eenvoudig en de hierdoor gemaakie fouten zijn gering.

Anders staat het met variaties in u en h.

Door verplaatsing van het zwaartepunt worden de
traagheidsgrootheden sterk beinvloed. Hoewel de invloed,
vooral van voor— of achterwaartse verplaatsing van het
zwaartepunt zeer belangwekkend 1is, zijn de hiervoor beno-
digde berekeningen niet uitgevoerd wegens de uitgebreid-
heid hiervan.

Verdere uitbreiding van het stabiliteitsonderzoek.

" Wij hebben gezien, dat er nog aapmerkelijke verbe-
teringen aan de huidige Nederlandse fiets mogelijk zijn,
wat betreft het rijgemak bij lage snelheden. Dit is 0.8,
te bereiken door de naloop te verminderen tot ongeveer
4 cm, de stuuras meer verticaal te stellen, het voorwiel

" piet te licht te maken en het stuur en voorspatbord zo

licht mogelijk uit te voeren.

Deze conclusies zijn afgeleid voor.een fiets, waar-
op een onbeweeglijke berijder zit, die het stuur loslaat.
Hoewel het zeer aannemelijk 1ijkt te veronderstellen, dat
een fiets, die onder deze omstandigheden bij lage snelheid
stabiel is, ook in werkelijkheid gemakkelijk te berijden
is, is het gewenst de theorie uit te breiden voor het ge-
val, dat de berijder wel ingrijpt door krachten op het
stuur wit te oefenen en door zijdelings zijn zwaartepunt
te verplaatsen. ,

Het moge op het eerste gezicht vreemd 1lijken het
menselijk ingrijpen mathematisch te behandelen. Men mag
evenwel aannemen, dat de mens op de eenvoudigste wijze
zal trachten een onstabiele rijtoestand stabiel te maken.

Voorlopige berekeningen hebben sangetoond, dat een
fiets bij een snelheid, die niet te ver onder de onderste
stabiliteitsgrens ligt, stabilel gemaakt kan worden door
met zwakke kracht de stuuruitslagen tegen te werken. Om

hetzelfde effect met zijdelingse zwaartepuntsverplaatsing

te bereiken, zou men zeer heftige bewegingen moeten maken.
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These changes however, would move the handlebars forward by 35 cm, this
distance is difficult to compensate by simply extending the handlebars rear-
wards. Two other demands that are laid upon the handlebars that can be
deducted from the inequalities. They are that the mass moment of inertia of
the handlebars (including front fork, without the front wheel) about the steer-
ing axis should be as small as possible and that the centre of gravity of the
handlebars should not come to lie to far towards the rear.

During the deduction of the above mentioned conclusions it was presumed that
changes to the handlebars-front wheel part did not influence the parameters
I, I.., I., S S,, u, h, j, k, and M in any way. This made the calculation
relatively easy and the mistakes made small. It is however, a different matter
for variations in u and h.

The mass moments of inertia values are greatly influenced by the relocation
of the centre of gravity. Although the influence of movement of the centre of
gravity, foremost in the forward or rearward direction, is highly interesting, the
for this purpose required calculations have not been carried out due to their
extensiveness.

7 Further extensions to the stability research

We have seen, that significant improvements can be made to the current Dutch
bicycle with regard to its’ ease of riding at low speeds. This can amongst others,
be achieved by reducing the trail to approximately 4 cm, placing the steering
axis more vertically, not making the front wheel to light and constructing the
handlebars and front mudguard as lightly as possible.

These conclusions have been deducted for a bicycle, on which a rigid rider
is placed who has released the handlebars. Although it is highly plausible to
presume that a bicycle, that is stable under these circumstances at low speed,
will also be easy to ride in real life, it is still desirable to extend the theory for
the case, that the rider intervenes by exercising forces on the handlebars and by
laterally moving his centre of gravity.

In the first instance it might seem strange to treat the human intervention
mathematically. One can nevertheless assume that the human rider will strive
to make an unstable riding situation a stable one in the most effortless manner.

Provisional calculations have demonstrated, that a bicycle at a speed, just
below the lower stability boundary, can be stabilised by using weak forces to
counter the handlebar rotation. Intense movements would be required to attain
a similar effect by laterally displacing the centre of gravity.
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De onstabiliteit bij hoge snelheid daarentegen is op te
neffen door zeer kleinme zijdelingse bewegingen, terwijl dit
met het stuur slechts kan gebeuren door met grote kracht
de eventueel aanwezige stuuruitslag trachten te vergroten.
Men zou in eerste aanleg kunnen veronderstellen, dat
deze door de mens teweeg gebrachte krachten en verplaatsin-
gen evenredig zijn met de stuuruitslag, zijdelingse helling,
zijwaartse versnelling enz. Kiest men uit deze mogelijkhe-
den de eenvoudigste en meest effectieve, dan is het zeer
aannemelijk te veronderstellen, dat men het men het mense-
1ijk ingrijpen goed heeft benaderd. Men kan, hiermede reke-
ning houdend, opnieuw de stabiliteitsvoorwaarden opstellen
en desarmede wellicht nieuwe gezichispunten ontdekken.

Men kan het onderzoek nog in een andere richting
uitbreiden. Tot nu toe is verondersteld, dat het frame ge-
heel stijf is. Iedereen, die wel eens met losse handen op
een damesfiets heeft gereden,; weet echter hoe nadelig een
slap frame voor de stabiliteit kan zijn. Indien men reke~
ning houdt met de torsiestijfheid van het frame, krijgt men
inplaats van een 4e graads- een 6e graads vergelijking in A,
hetgeen wel meer bewerkelijk in de uitwerking der resulta—-
ten is, maar toch geen nieuwe principi&le moeili jkheden op-
levert.

Tot slot nog een opmerking over experimenteel stabi-
liteitsonderzoek.

Het is natuurlijk mogelijk om een fiets te constru-
eren, waaraan men diverse grootheden, zoals stuurashelling,
torsiestijfheid, naloop e.d., kan variéren.

In het licht van het onderhavige onderzoek, waaruit
gebleken is hoe ingewikkeld de verschillende eigenschappen
van de fiets de stabiliteit beinvloeden, 1ijkt het onwaar-

schijnlijk, dat men op deze wijze tot duideli jke uitspraken
zou kunnen komen.

INSTITUUT VOOR RIJWIELONTWIKKELING.
Ir. B.D. Herfkens.

September 1949,

SZ
5=98=247~50~10~"49
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The instability at high speed on the other hand can be countered by a very small
lateral movement, whilst this can only be accomplished with the handlebars by
using large forces to try to increase a possible handlebar rotation.

In a first attempt one could assume that the forces and displacements caused
by the rider are proportional to the handlebar rotation angle, lean angle, lateral
acceleration etc. If one then chooses from these methods, the most simple and
most effective one, then it is highly plausible to assume, that the actual rider
intervention has been modelled very closely. One can then redetermine the sta-
bility conditions, this time taking the above into account and thereby maybe
discovering new perspectives.

The research can also be extended in a totally different direction. Till now
it has been assumed that the frame is completely stiff. However, anyone who
has ridden hands free on a woman’s design bicycle, knows how detrimental for
the stability a flexible frame can be. If the torsional stiffness of the frame is
taken into account then one gets a 6th order equation in A instead of the 4th
order equation, which is a more laborious calculation to carry out, but funda-
mentally does not add any new complications.

To conclude a remark on experimental stability research is made.

Obviously it is possible to construct a bicycle where one can change many
parameters such as the head angle, torsional stiffness, trail etc.

In light of the research project at hand, which has proven how complicated

the interaction of the different properties of the bicycle influence its’ stability,
it seems unlikely that one can make precise statements.

INSTITUUT VOOR RIJWIELONTWIKKELING.
Ir. B.D. Herfkens.

September 1949.

SZ

S-98-247-50-10-'49
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Gf  Tis'hat zwaartepunx van de gehele fiets met berijder

G% . w.u " " gl die delen van de fiets, die met het stuur
: : meebewegen, zoals voorwiel, voorvork, bimnenbalhoofdbuis en stuur.
B 'is het snijpunt van de stuuras met de grond
 £§§,¥fl5 het steuﬂpunt van het voorwiel
s, -:ﬂ"#*i w oom " " achterwiel
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Cy is the location of the centre of gravity of the complete bicycle
c, 77 7 7 all the parts of the bicycle that move together with the handlebars such as the

front wheel, front fork, inner head tube and handlebars.
is the point that the steering axis intersects the ground
is the contact point of the rear wheel

v ” 77 7 front wheel

centre of the rear wheel

v 7 77 front wheel

b2

” 7 point on the steering axis that intersects the line perpendicular to the steering axis going through C..

= I4s — Iyncota+ jf M,
= I,scota+ Iy + kf M,

CORRSIC ISRl
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23

‘ L waarde bla
. Symbool - : Betekenis : de gemiddelde
‘g’:nv straal van het voorwiel | o _ 0,35 m
} T " " v achterwiel , ) 0,35 m
oy wielbasis = afstand S_ S, . , 1,17 n
p . naloop = afstand HS 9 de naloop is negatlef als 0408 n
S, véér B ligt ‘ - o
a horlzontale afstand $fussen C, en de verticaal door S_ 0,12 n
P afstand van GA tot de vertﬁcaal door S en B (de % as) 0,33 m
Yo, " * G, tot het grondviak {%ot de X as) 1,00 m -
J n " B tot de Z as 1400 m
k " " D tot de X as (tot het grcndvlak) _ 0s52 1m0
a " " B, tot de stuuras , 0,08 m
i W " " CV o on " = CVD 0,03 m:
id = ——_——-—— de afstand van C tot de stuuras, horizon- L0404 m
sing © taal gemeten
- &  hoek tussen stuuras en het grondvlak 65 °
. oz - versnelling voor de zwaartekracht 9481 m/§e02
© M massa van de gehele fiets met berijder L 82,5 kg1 '
TH " " et stunr-vocrvvrk~vocrwielgedeelte 5455 kg
‘ M. " " het achterwiel ' | 2,65 kg
— < M o " het voorwiel ' : _ 2,65 kg é
- I,,  traagheidsmoment van het achterwiel om zijn as. .. 04245 kgm2
%~'wv " W ¥ vyoorwiel om zijn as 0,245 kgn”
“I_ "  wvan de gehele fiets + berijder om de X as 98 kgmz_
T;I ’ n woon " 1 n W7 ow 1447 kgm2
-1, | _
*'Ixz traagh.prod." " " " " t.04Ve X B Z as 23,5 kgmzl
ur E*Ias traagh.mom, van stuur-voorwielgedeelte om de stuuras 0,195 kgmz
e I " prod. " " " o f,0.V,8tuuras en
L sen S | NS 0,04 kgn®
'”Is " mom. " sbuur,vork,spatbord,lamp ens, zonder :
> wiel 0,05
;;SX = Mhehet statisch moment v.d.gehele fiets m,beci“der
’ . om X as 82,5 kgum
‘ Sz = Illlf ] n " o 3 L O A= T: 27’2 ]
8 -= stabisch moment van stuur,spatbord,lamp,enz,om de
. . 1
- stuuras 0,005

41) de kg als massa-eenheid, niet als kracht




Symbol

Meaning

Value for
an average
Dutch bicycle

Ty

<
N o g

E e

2 axeT

52@5‘@

~

S ST

3

radius of the front wheel

7?7 7 rear wheel
wheel base = distance S, S,
trail = distance H.S,, the trail is negative if
S, lies in front of H
horizontal distance between C, and the vertical through .S,
distance from C, to the vertical through S4 and Sg (the Z axis)
C,, to the ground plane (to the X axis)
D to the Z axis
D to the X axis (to the ground plane)
B, to the steering axis

c,” 7 7 7 =CyD
= s, the distance from C, to the steering axis, measured
horizontally

angle between steering axis and the ground plane
acceleration due to gravity
mass of the complete bicycle including the rider

? 7 7 handlebars-front-fork-front-wheel part
rear wheel
front wheel
mass moment of inertia of the rear wheel about its axis

7 7 7 - “ 7 front wheel about its axis
of the complete bicycle + rider about the X axis

” b b2 b 7 b2 ” 7 b2 2 Z ”

7 » 7 » 2 »

2 7 b2

2 ) 7

” ” ”

product moment w.r.t. X and 7Z axis
M.o.I. of handlebars-front wheel part about the steering axis

Pol 7 7 7 7 ”?  w.r.t. the steering axis and
n-axis

M.o.I. 7 handlebars, fork, mudguard, head light, etc. without
wheel

= Muy the static torque of the complete bicycle with rider
about the X axis
= Muy 7 7 7 o7 7 7 7 7 about the Z axis
= static torque of the handlebars, mudguard, head lamp, etc. about the
steering axis

1) the kg as mass unit, not as force

27

0.35 m
0.35 m
1.17m
0.08 m

0.12m
0.33 m
1.00 m
1.00 m
0.52 m
0.08 m
0.03 m
0.04 m

65°

9.81 m/sec?
82.5 kg
5.55 kg
2.65 kg
2.65 kg
0.245 kgm?
0.245 kgm?
98 kgm?
14.7 kgm?
23.5 kgm?
0.195 kgm?

-0.04 kgm?
0.05

82.5 kgm
272 7

0.005 7
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